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1 Allgemeine Einf•uhrung

1.1 Was ist ein Plasma?
Ein erheblicher Teil der Materie des Universums be�ndet sich im einem sogenannten
Plasmazustand. Die Energie einiger Teilchen in einem Plasma ist so hoch, dass die
elektrostatische Kraft, die die Elektronen am Atomkern bindet, •uberwunden wird. So
k•onnte man ein Plasma als ein hei�es, ionisiertes Gas, das aus einen gro�er Anzahl freier
Elektronen, positiv geladener Ionen und manchmal auch neutralen Atomen (oder
Molek•ulen) besteht, betrachten. Allerdings, wenn es wirklich ein Plasma ist, verh•alt es sich
wie eine elektrisch gut leitende Fl•ussigkeit, die mit elektrischen und magnetischen Feldern
wechselwirkt, und zeigt damit kollektives Verhalten, das in der Ausbreitung verschiedener
Typen charakteristischen Wellen zum Ausdruck kommt (•ahnlich wie in Festk•orpern).
Makroskopisch betrachtet ist es elektrisch neutral. Es wird h•au�g neben den festen,

•ussigen und gasf•ormigen Zustand als vierter Zustand derMaterie bezeichnet.
Das Wort Plasma (aus dem griechischen) wurde zuerst von LewiTonks und Irving Langmuir
1928/1929 zur Beschreibung eines ionisierten Gases (elektrische Entladung) eingef•uhrt.

Figure 1: Zust•ande der Materie
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1.1.1 Wo �ndet man Plasmen in der Natur?
Auf der Erde sind z.b. Blitze und Nordlichter Plasmen.
Die Sonne und die Sterne sind riesige Ansammlungen hei�er Plasmen.
Auch die Sonnenwinde und Interstellare Gase sind im Plasmazustand.
(Interstellare Gase sind kalt, aber ihre Dichte ist so niedrig, dass ein einmal ionisiertes Atom
sehr selten rekombiniert).
Dar•uber hinaus kann man Plasmen auch im Labor herstellen (Laborplasmen).
Warum studiert man Plasmen?

� Verst•andnis der Astrophysik, Physikalische Ph•anom•aneim Weltraum

� Kontrollierte Kernfusion

� Plasmatechnologie (Gasentladungen bei Lampen, f•ur Ober
•achenbehandlungen, etc.)

1.1.2 Plasmatypen
1. Astrophysikalische Plasmen

� Das innere von Sternen (Sonne) ist ein sehr hei�es und dichtes Plasma. Sie
Dichte und Temperatur nehmen ab in Richtung der Ober
•ache.

� Die Sonnencorona ist ein d•unnes magnetisiertes Plasma mitkB � T � 100keV
(T � > 106K ).

� Der Sonnenwind wird von der Sonne emittiert (ne � np � 5cm� 3 und Te � 105K )
� Ionosph•are: In der H•ohe von 100-2000km werden die Atome inder Atmosph•are

teilionisiert.
� Entartete Plasmen in weissen Zwergen + Neutronensternen

2. Laborplasmen - schwach ionisiert

� Flammen und Niederdruck Gasentladung (wird bei Lampen, einigen Lasertypen
und anderen Technologien verwendet).

� Hochdruck Entladungen (wird z.b. bei der Materialverarbeitung aber auch in
Lampen verwendet).

� Die freien Elektronen im einem Metall verhalten sich etwa wie ein sehr dichtes,
kaltes Plasma. Hier ist die Quantenmechanik wichtig.

3. Kernfusion
Heisses (T � 108K ) Plasma mit der Dichte ne � 1020m� 3. (Mehr dar•uber sp•ater)

1.2 Einige Plasma-Eigenschaften
Einer der typischen Merkm•ale der Plasmaphysik ist, dass esein System geladener Teilchen
ist, die miteinander auf Grund elektromagnetischer Kr•afte wechselwirken. Die Bewegung
jedes Teilchens wird durch die lokalen elektrischen und magnetischen Felder bestimmt.
Gleichzeitig aber ist jedes Teilchen eine Quelle der elektrischen und magnetischen Felder.
Eine vollst•andige mikroskopische Beschreibung der Vorg•ange w•urde erfordern, dass man
gleichzeitig die Bewegungsgleichung f•ur sehr viele (ca 1020) Teilchen zusammen mit den
Maxwell-Gleichungen l•osen m•usste (selbstkonsistent).Es ist klar, dass N•aherungen
notwendig sind. Hier werden nur die einfachste N•aherungenbehandelt.
Nicht jedes ionisierte Gas ist ein Plasma und deshalb sind weitere Kriterien erforderlich.
Eine davon ist, da� ein Plasma quasineutral ist (Viele •ahnliche Begri�e gelten f•ur nicht
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neutrale Systeme). Die Dichte der (einfach) positiv geladenen Ionen ist etwa so gro� wie der
Elektronen

P
Z i � ni

�= ne . Im allgemeinen ist es nach au�en hin neutral.

1.2.1 Plasmafrequenz
Auch im Plasma inneren k•onnen sich die Ladungsdichten nicht zu stark unterscheiden, denn
jede Ladungstrennung, die durch eine relative Verschiebung einer Gruppe von Elektronen
gegen eine Gruppe von Ionen herforgerufen wird, f•uhrt zu hohen elektrischen Feldern, die
die Ladungen wieder zusammenf•uhren.
Sch•atzen wir diesen E�ekt genauer ab, indem wir ein gleichf•ormig verteiltes System
betrachten, das aus einer gleichen Anzahl von Elektronen, der Ladung � e und Ionen der
Ladung +e besteht. Weiterhin nehmen wir an, da� die Teilchen fast keine `thermische'
Bewegung haben- Elektronen und Ionen sind fast in Ruhe (kaltes Plasma). Nun st•oren wir
das System, indem wir einige Elektronen von einem Gebiet zu einem Benachbarten
versetzen 2. Eine lokale Ladung verursacht ein elektrisches Feld ~E.

Figure 2: Versetzung von Elektronen in einem kalten Plasma

Da die Elektronen eine viel kleinere Masse haben als die Ionen, k•onnen wir zur guten
N•aherung die Ionenbewegung vernachl•assigen. Die Elektronen werden zur ihrer
urspr•unglichen Lage zur•uckgeholt, Dabei gewinnen sie ankinetischer Energie. Wenn sie
dann zur•uck zur urspr•unglichen Lage kommen, ist das System wieder •uberall neutral und es
gilt ~E = 0. Die kinetische Energie, die die Elektronen noch besitzen, f•uhrt dazu, da� die
Elektronen weiter 
iegen und wieder die Neutralit•at zerst•oren und somit sich ein
entgegengesetztes elektrisches Feld aufbaut, das wiederum die Elektronen abbremst. Diese
Oszillation geht dann weiter.
Wir wollen nun die Frequenz dieser Oszillation berechnen. Man nennt sie die
Elektronen-Plasma-Frequenz und sie spielt eine wichtige Rolle in vielen Systemen.
Die Bewegungsgleichung eines Elektrons in einem elektrischen Feld lautet:

m•x = � eE

(x-Richtung parallel zu ~E)
Das Gau�sche Gesetz lautet: Z

~E � d~S =
Q
� 0

(Q=Ladung innerhalb der Ober
•ache S)
Vom Bild 3 sieht man, dass
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Figure 3: Elektrisches Feld im Plasma.

R ~E � d~S = � LE = Q=�0 mit Q = � Lxn 0e ) E = n0ex=�0
und daher

•x = �
e2n0

� 0m0
x = � ! 2

pex (de�niert ! pe!)

2 Bemerkungen:

1. Ein vollst•andig ionisiertes Plasma mit einer Temperatur kB T ' 1eV hat bei Atmo-
sph•arendruck eine Dichten ' 6; 25� 1023m� 3. Eine Verschiebung der Ladung um nur
1/2 mm f•uhrt bereits zur einer elektrischen Feldst•arke von E � 4 � 1012V=m!

2. Ersetzen wir die Konstantene2; me; � 0 durch deren Zahlenwerten so ergibt dies:
f pe = ! pe=(2� ) ' 9

p
n0=1m� 3 Hz

1.2.2 Temperatur eines Plasmas
Die Temperatur beschreibt die ungeordnete `thermische' Bewegung der in einer Fl•ussigkeit
(Gas oder Plasma, aber auch Festk•orper,...). Ein Gas in thermischem Gleichgewicht enth•alt
Teilchen, die alle m•oglichen Geschwindigkeiten haben.
F•ur nicht relativistische Bewegung und bei Vernachl•assigung aller Quantene�ekten ist die
wahrscheinlichste Geschwindigkeitsverteilung die Maxwellsche:

f (v)dv = A � e� mv 2 =(2kB T )

f (v)dv ist die Anzahl der Teilchen pro Volumen mit Geschwindigkeitim Intervall v bis
v + dv.
A wird so gew•ahlt, da�

Z
f (v)d3v = n = Anzahl Teilchen pro Volumen
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Daraus folgt:

A = n
h m

2�k B T

i 3=2

•Ubung: Man rechne das Integral und beweise dies!
(
R

: : : d3v =
R1

�1 dvx
R1

�1 dvy
R1

�1 dvz : : :)

Die mittlere kinetische Energie der Teilchen ist:

< E > =

R
mv 2

2 f (v)d3v
R

f (v)d3v
=

3
2

kB T

(v2 = v2
x + v2

y + v2
z).

Es ist sehr bequem, die Temperatur in Energieeinheiten anzugebenT ! kB T
und diese wiederum in Einheiten von eV.

1eV = 1; 6 � 10� 19J = kB T

) T =
1; 6 � 10� 19 J

1; 38� 10� 23 J=K
= 11; 600K

300K =̂
1
40

eV

Da ein Plasma h•au�g nicht in thermischem Gleichgewicht ist, ist es m•oglich, dass es mehrere
"`Temperaturen"' hat (gleichzeitig). H•au�g ist es so, dass Ionen und Elektronen verschiedene
Maxwellsche Verteilungen haben, da die Sto�raten i-i, e-e,e-i unterschiedlich sind.
Jede Teilchensorte ist im thermischen Gleichgewicht mit sich selber, aber die zwei Tempera-
turen gleichen sich nicht aus, bevor das Plasma zusammenbricht.
Wenn ein starkes magnetisches Feld vorhanden ist, sind Kr•afte auf geladenen Teilchen, die
sich senkrecht oder parallel zum~B bewegen, unterschiedlich. Dies f•uhrt zu einer anisotropen
Maxwell'schen Geschwindigkeitsverteilung.
Verschiedene Bedeutungen von T: untersuchen wir eine Leuchtsto�r•ohre!
Die Elektronen Bewegung entsprichtT � 20000 K.
Die Leuchtkraft entspricht eines schwarzen Strahlers mitT � 4000K � 5000 K.
Die Ionenbewgung hingegen entsprichtTi � 300 K. (Ausserdem besteht die Entladung •uberwiegend
aus Neutralgasne=ni � 10� 5; Tn � 300 K)
Ohne ein elektrisches Feld, um die Entladung aufrecht zu erhalten gibt es keine geladene
Teilchen und kein Licht.

•Ubung:
mit pV = NkB T oder p = nkB T

sch•atzen Sie die Teilchendichte ab f•ur
a) ein ideales Gas bei 0� C und 1 Atm (105 N=m2) Druck.

n =
105 N=m2

1; 38� 10� 23 � 273J
� 2; 65� 1025m� 3

b) "`Vakuum"' 10 � 6 Atm und Zimmertemperatur.

n =
10� 6 N=m2

1; 38� 10� 23 � 300J
� 2; 4 � 1019m� 3
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1.2.3 Debye shielding (Abschirmung)
Eine wichtige Plasmaeigenschaft ist die F•ahigkeit, elektrische Felder abzuschirmen.

Ausgehend von einem ungest•orten kalten Plasma, f•uhren wir langsam eine Ladung Q ein.

Figure 4: Kaltes und warmes Plasma

Diese (positive) Ladung zieht eine Elektonenwolke an und st•o�t Ionen ab. Bald wird sie
vollst•andig abgeschirmt. Wenn wir die Temperatur erh•ohen, haben die Elektronen und Ionen
kinetische Energie. Tief in der Wolke (nahe der Ladung) k•onnen Elektronen immer noch
nicht weg
iegen.
Es existiert aber ein Bereich am Rand der Elektonenwolke, wodie thermische Energie etwa

Figure 5: Escape of electrons from screening cloud, due to thermal motion

gleich der potentiellen Energie ist, da das Potential gr•o�tenteils abgeschirmt ist. Wie gro�
(ungef•ahr) ist diese Wolke?
Wir m•ussen hierf•ur die Poissonsgleichung l•osen f•ur dasPotential �:

� 0r 2� = � e(ni � ne) = � � el

Randbedingung: F•ur r ! 1 ; � ! 0 und ni ' ne ' n0

Die Boltzmann-Relation f•ur Teichendichte und elektrisches Feld lautet

n(W) = n0 � eW=kB T

da
f (~r;~v) = A � e� [mv 2=2+ W (~r )]=kB T und W = q� = potentielle Energie

So gilt:
ne = n0 � ee� =(kB Te) , und ni = n0 � e� e� =(kB Ti )
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(� ist die Ursache f•ur die Ladungstrennung; gleichzeitig wird es verursacht durch die Ladungstren-
nung).
Am Rand der Wolke ist je� j � kB T. Dann kann man eine Reihenentwicklung f•ur die
Exponentialfunktion machen.
F•ur Kugelsymmetrie haben wir dann

r 2� =
1
r 2

d
dr

(r 2 d�
dr

) =
e(ne � ni )

� 0
(1)

=
n0e
� 0

�
ee� =(kB Te) � e� e� =(kB Ti )

�
(2)

�
n0e2

� 0

� 1
kB Te

+
1

kB Ti

�
� (3)

=
1

� 2
D

�
1 +

Te

Ti

�
� (4)

wobei die Debye L•angede�niert wird als

� D =
� � 0kB Te

nee2

� 1
2

=
� kB Te

me

� 1=2 1
! pe

Die L•osung dieser Gleichung (Gl. 4) lautet

�( r ) =
Q

4�� 0

e� r
p

(1+ Te=Ti )=� D

r

(produziert von einer Testladung Q)
�( r ) f•allt mit wachsendem r viel schneller ab, als das Coulombpotential (s. Abb. 6).
( •Ubung: Durch Einsetzen, zeigen Sie, dass diese �(r ) eine L•osung der Gl. 4 ist).
Das Coulombpotential wird •uber den Abstand� D abgeschirmt.

Figure 6: Die Debye-Abschirmung l•asst das Potential einer Ladung im Plasma viel schneller
abfallen als im Vakuum
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Zahlenwerte: e2=�0 = 1; 81� 10� 8 eV m

� D =
h� 0kB Te

e2n0

i 1
2

= 7433

s
kB Te=1eV
n0=1m� 3

m

Somit l•asst sich dieQuasineutralit•at eines Plasmas quantitativ de�nieren.
Wenn die Dimensionen L des Systems viel gr•o�er als� D sind, werden (wenn lokale Ladungskonzen-
trationen aufgebaut oder externe Felder in das Plasma eingef•uhrt werden) diese Ladungen
auf einer L•ange abgeschirmt, die viel kleiner als L ist.

� D � L $ ni ' ne

(Abweichung im Bereich der Gr•o�e� D sind m•oglich. Besonders in der N•ahe von Gef•a�w•anden
im Labor -mehr sp•ater-).

1.2.4 Debye Kugel und Plasmaparameter
Diese oben beschriebene Abschirmung ist nur dann sinnvoll,wenn die abschirmende "`Wolke"'
sehr viele Teilchen enth•alt. Wieviele Teilchen sind in einer Kugel mit Radius � D ? (nur diese
nehmen an der Abschirmung teil)
Die Anzahl ist:

Figure 7: Debye sphere

ND =
4�
3

� 3
D n0

=
4�
3

h� 0kB T
e2

i 3
2
n

� 1
2

0

' 1; 72� 1012
� kB Te

1eV

� 3
2
� n0

1m� 3

� � 1
2
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Das Kollektive Verhalten eines Plasmas bedeutetND � 1.
Dies ist gleichzeitig die Bedingung f•ur einideales Plasma, f•ur das (•ahnlich wie bei einem ide-
alen Gas) die Wechselwirkungenergie (hier die elektrostatische potentielle Energie� e2n1=3

0 =(4�� 0))
viel kleiner als die mittlere kinetische Energie (32kB T) ist.
Dieses Verh•altnis ist gleich

Epot

Ekin
=

e2n1=3=(4�� 0)
3kB T=2

=
2
3

h e2n1=3

4�� 0kB T

i
=

2
3

(36� )1=3N � 2=3
D

und ist klein, wenn ND gro� ist.
Die Gr•ossee2n1=3=(4�� 0kB T) heisst Plasmaparameter. F•ur ein ideales Plasma ist sie klein.
Nicht ideale Plasmen (hohe Dichte, niedrige Temperatur) existieren auch, aber die mathema-
tische Beschreibung ist schwer.
Die Quantenphysik spielt manchmal eine Rolle:

� deBroglie =
h
p

�
h

p
3mkB T

� Debye =

r
� 0kB T
n0e2

� Debye

� deBroglie
�

r
� 0kB T
n0e2

�

p
3mkB T

h

=

r
3� 0m
n0e2

�
kB T

h
�

Ekin

h! pe

For a hot plasma at not very high density this is huge and quantum e�ects are not important.
But in a cool, dense plasma this can be much smaller and quantum e�ects may play a role.
(Degeneracy is also important at high density; in that casekB T becomes comparable to the
Fermi energy

EF /
~2

2m
n1=3; then n2=3� 2

dB =
~2

3mkB T
n2=3 /

EF

kB T
)

If this is small, there is no degeneracy since thenEF � kB T.
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Zum Schluss dieses Abschnitts, einige Zahlenwerte:

Gr•osse Teilchendichte Temperatur Magnetfeld
(m) (m� 3) (eV) (T)

Sonnenwind 1010 107 10 10� 8

Sonnenkorona 108 1013 100 10� 9

Ionosph•are 105 1012 0.1 3�10� 5

VanAllen G•urtel 106 109 100 10� 6

Interstellares Gas 1016 106 1 10� 10

Gasentladung 0.01 1018 2 0
Prozessplasma 0.1 1018 100 bis 0.1
Fusionsexperiment 1 1020 5000 3-5
Fusionsreaktor 2 1020 15000 5-6

Table 1: Parameter einiger typischen Plasmasorten

Figure 8: Vielfalt von Plasmen
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•Ubungen

1. Die Maxwell'sche Geschwindigkeitsverteilung ist gegeben durch

f (~v) = A e� mv 2 =2kT

mit k=Boltzmann'sche Konstante = 1; 38� 10� 23 J/K. Die Teilchendichte n ist de�niert als

n =
Z

f (~v)d3v

Zeigen Sie, dass
i:

A = n [m=2�kT ]
3
2

ii: die mittlere kinetische Energie

< E > =
1
n

Z
mv2

2
f (~v)d3v =

3kT
2

(kT/2 pro Freiheitsgrad).
iii: Berechnen Sie die wahrscheinlichste Geschwindigkeitvm (eigentlich Betrag der
Geschwindigkeit) f•ur die Maxwell'sche Geschwindigkeitsverteilung. Hier ist es n•utzlich, den
Form

f (v) = 4 �A v 2e� mv 2 =2kT

zu benutzen (integriert •uber alle Winkeln).

2. Sch•atzen Sie ab, wie viele Teilchen prom3 sind, in
a) ein ideales Gas bei 0� C und 1 atm (=105 N=m2) Druck
b) 'Vakuum' bei Zimmertemperatur und Druck=10� 6 atm.

3. Veri�zieren Sie, durch explizite Substitution, dass dieGleichung

1
r 2

d
dr

�
r 2 d�

dr

�
=

�
� 2

D

durch

�( r ) = � 0
e� r=� D

r
gel•ost wird. Die Debye L•ange ist gegeben durch

� 2
D =

� 0kTe

ne2
=

kTe

n
�

1
1:81� 10� 8 eV � m

Berechnen Sie� D , ND und die Plasmafrequenz f•ur
a) ein Fusionsplasma mit kT=10 keV und n=1020 m� 3

b) die Ionosph•are mit kT=0.1 eV und n=1012 m� 3

c) den Sonnenkorona mit kT=100 eV, B=10� 9 T und n=1013 m� 3

d) den Sonnenwind mit kT=5 eV und n=5 � 106 m� 3

e) eine Gasentladung mit kT=2 eV, n=1016 m� 3
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2 Bewegung geladener Teilchen in elektrischen und
magnetischen Feldern

In Abwesenheit von •au�eren Kr•aften w•urde ein Plasma ziemlich rasch Auseinander 
ie�en
bzw. zum Gas rekombinieren.
Bei Gasen mit niedriger Teilchendichte sind auch St•osse zwischen den Teilchen
vernachl•assigbar. In solchen F•allen spielt dann die Einzelbewegung der Teilchen die
dominierende Rolle. Bei einer Fl•ussigkeit hingegen dominieren die kollektiven E�ekte und
die Bewegung einzelner Atome oder Molek•ule ist vernachl•assigbar.
Bei einem Plasma muss man beide Aspekte ber•ucksichtigen, da ein Plasma zwischen diesen
Extremen liegt.
Zu Beginn wird die Bewegung einzelner Teilchen betrachtet.Die hydrodynamischen
Aspekte werden sp•ater behandelt. Da die geladenen Teilchen in einem Plasma oft durch
Magnetfelder zusammengehalten werden, ist die Bewegung geladener Teilchen in (auch nicht
homogenen) Magnetfeldern sehr wichtig. Die Bewegungsgleichung eines Teilchens im
elektromagnetischen Feld lautet:

d~p
dt

=
d(m~v)

dt
= q( ~E + ~v � ~B) Lorentz-Kraft

mit W = mv2=2 gilt auch dW=dt= q~v� ~E
F•ur relativistische Teilchen gilt W = 
m 0c2 , ~p= 
m 0~v mit 
 = 1=

p
1 � v2=c2. Mit diesen

De�nitionen gelten die Bewegungsgleichungen auch relativistisch.
Wenn ~E und ~B von Ort und/oder Zeit abh•angig sind, kann dies kompliziertwerden. Hier
werden nun einige einfache F•alle analysiert.
F•ur ~E = 0 wird j~vj=konst. und d~v=dt= ~v � ~! c mit ~! c = q~B=m oder ~! c = � j qj ~B=m
F•ur Elektronen gilt
j! cej = jejB=me = 1:76� 1011(B/1T) rad/s ( f ce = ! ce=(2� )=28 GHz (B/1T))
Bei Fusionsplasmen sind! ce und ! pe oft vergleichbar.
F•ur ~B in die z-Richtung und ~B = konst. ist dvz=dt = 0 und deshalbvz = konst.
Nun de�nieren wir v? =

p
v2 � v2

z und ~v? = ~v � vzẑ. Diese beschreiben die Bewegung
senkrecht zu~B (Kreisbahn).
Als Gleichungssystem erh•alt man

dvx

dt
= ! cvy ,

dvy

dt
= � ! cvx

Nach nochmaliger Ableitung nach der Zeit erh•alt man

d2~v?

dt2
= � ! 2

c~v?
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Dies ist die Gleichung f•ur einen harmonischen Oszillator mit der L•osung

vx = v? cos(wct + � )

vy = � v? sin(wct + � )

vz = vz0

x = xc +
v?

! c
sin(wct + � )

y = yc +
v?

! c
cos(wct + � )

z = zc + vzt

Dies beschreibt eine Spiralbahn.xc, yc, z sind die Koordinaten desF•uhrungszentrums.

Figure 9: Helical path of an electron in a uniform magnetic �eld
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Figure 10: Guiding center position ~xc.

Da ! c > 0 f•ur Ionen aber ! c < 0 f•ur Elektronen, ist die Rotationsrichtung entgegengesetzt
f•ur die zwei Teilchensorten.
Nun de�nieren wir den Zyklotron (oder Larmor) Radius

rL =
v?

j! cj
:

O�ensichtlich ist dies der Radius der Kreisbahn; f•ur eine Kreisbahn gilt

mv2
?

rL
= jqjv? B ) rL =

mv?

jqjB
=

v?

j! cj

F•ur Elektronen gilt

rL =
� v?

c

� (0:0017mm)
B(T)

Massenabh•angigkeit (f•ur gleichejqj, und W? = mv2
? =2): ! c / 1=m und v? /

p
W? =m

Beide sind f•ur Elektronen gr•o�er als f•ur Ionen. Aber rL /
p

mW? ist viel kleiner f•ur
Elektronen als f•ur Ionen (Abb. 11).

Figure 11: Larmor orbits in a magnetic �eld.

Ein kreisendes Elektron bildet einen elektrischen Strom. Aus der Projektion auf eine Ebene
senkrecht zum Magnetfeld sieht man, dass die Ladung� e einen Punkt auf der Bahn jede
2�=! c passiert. Der Strom istI = � e! c=(2� ).
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Das damit verkn•upfte magnetische Moment ist

� = I � F laeche = I�r 2
L

=
� ev?

2�r L
� �r 2

L =
mv2

?

2B

Dies wiederum erzeugt ein Magnetfeld, entgegengesetzt zu~B , ein Zeichen f•ur den
Diamagnetismus. Es ist proportional zur senkrechten Energie des Teilchens.
In Hochdruckplasmen wird ein •au�eres Magnetfeld durch die•Uberlagerung des
Diamagnetismus einer gro�en Anzahl von Teilchen deutlich abgeschw•acht.
Die Larmor-Radien und Gyrationsfrequenzen der Ionen und Elektronen liefern wichtige
r•aumliche und zeitliche L•angensklaen f•ur ein magnetisiertes Plasma. E�ekte deren Zeit-
bzw. L•angenskalen wesentlich kleiner als 1=! c, bzw rL sind, sind oft unemp�ndlich
gegen•uber einem •au�eren Magnetfeld.

2.1 Drifts des F•uhrungszentrums
Wie schon bekannt ist die Bahn eines geladenen Teilchens in einem konstanten Magnetfeld
eine Spiral, d.h. Kreisbewegung um einen Punkt, der sich mitkonstanter Geschwindigkeit
parallel zum Magnetfeld bewegt. Dieser Punkt hei�t F•uhrungszentrum (guiding center). In
vektorieller Schreibweise gilt

d~v
dt

= � ~v � ~! c = ( � )( x̂vy ! c � ŷvx ! c)

und

x � xc =
v?

! c
sin(! ct + � ) =

� vy

! c

y � yc =
v?

! c
cos(! ct + � ) =

vx

! c

deshalb

~v? = ( ~x � ~xc) � ~! c

und

(~x � ~xc) = �
(~v? � ~! c)

! 2
c

=
� 1
! 2

c

d~v?

dt

als •Uberpr•ufung berechnen wird~xc=dt:

~v =
d~x
dt

=
d~xc

dt
�

d
dt

(
~v? � ~! c

! 2
c

) =
d~xc

dt
�

( ~v? � ~! c) � ! c

! 2
c

=
d~xc

dt
+

1
! 2

c
[~v! 2

c � (~v � ~! c)~! c]

=
d~xc

dt
+ ~v � vzẑ )

d~xc

dt
= vzẑ
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(wie erwartet) und j~x � ~xcj = jv? =! cj = rL

Um die Abweichungen von dieser einfachen Bewegung zu berechnen, werden wir ausnutzen
dass~xc der mittlerer Ort des Teilchens ist, wenn die (schnelle) Kreisbewegung des Teilchens
weggemittelt wird. In anderen Worten, wenn wir die Teilchenbewegung •uber Zeiten die viel
l•anger als 1=! c sind, verfolgen wollen, gen•ugt es, nur die Bewegung des F•uhrungszentrums
zu betrachten. In vielen F•allen kann man die Teilchenbewegung in sehr guter N•aherung als
Spiralbahn plus ein Drift des F•uhrungszentrums beschreiben.

Figure 12: Aufspaltung der Bewegung eines Teilchens im Magnetfeld mit•ausserer Kraft in
Gyrationsbewgung~rg und Bewegung des F•uhrungszentrums~rc.

F•ur den Fall dass zus•atzlich zum Magnetfeld eine •au�ere Kraft ~F vorhanden ist, lautet die
Bewegungsgleichung

d~v
dt

= � ~v � ~! c +
~F
m

Mit

~x � ~xc �
~v � ~! c

! 2
c

und
d~x
dt

=
d~xc

dt
�

1
! 2

c

� d~v
dt

� ~! c

�

erh•alt man

d~x
dt

=
d~xc

dt
�

1
! 2

c

�
� ~v � ~! c +

~F
m

�
� ! c

=
d~xc

dt
�

1
! 2

c

� ~F
m

� ~! c

�
�

(! 2
cvzẑ � ! 2

c~v)
! 2

c

= ~v+
d~xc

dt
� vẑ �

1
! c

� ~F
m

� ~! c

�

(+ q $ Ionen, � q $ Elektronen) Da auch~v = d~x=dt erh•alt man

d~xc

dt
= vzẑ �

� ~F
m

� ~! c

�
=! 2

c

Die Spiralbewegung wird mit einem Drift des F•uhrungszentrums •uberlagert.
Allgemein gilt:

~vD =
� ~F

m
�

�j qj ~B
m

�
=
� q2B 2

m2

�
=

~F � ~B
qB2
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2.1.1 ~E � ~B Drift
Ein besonderes Beispiel ist der Fall~F = q~E; dann ist

�
~F
m

�
~! c

! 2
c

= �
� q~E

m
�

jqj ~B
m

�
=
� q2B 2

m2

�
=

~E � ~B
B 2

(unabh•angig von der Teilchen Masse und Ladung!)
Eine alternative Herleitung der ~E � ~B=B2 Drift:

_vx = ! cvy +
qEx

m

_vy = � ! cvx +
qEy

m

Dann ist

•vx = � ! 2
cvx +

! c

m
qEy = � ! 2

c

�
vx �

Ey

B

�

•vy = � ! c _vx = � ! 2
c

�
vy +

Ex

B

�

nun ist ~E � ~B = x̂E yBz � ŷEx Bz und somit

d2~v?

dt2
= � ! 2

c

�
~v? �

~E � ~B
B 2

�

Diese ist die Gleichung f•ur eine gleichf•ormige Kreisbewegung •uberlagert mit einem Drift des
F•uhrungszentrums (senkrecht zu~E und zu ~B).
Es gibt auch eine Herleitung aus den Transformationseigenschaften der elektrischen und
magnetischen Felder in der speziellen Relativit•atstheorie (s. Jackson, z.B.)
In anschaulicher Betrachtung gewinnt das Teilchen Energiein einem Halbkreis der
Gyrationsbewegung und erh•oht damitv? und rL , w•arend es im anderen Halbkreis Energie
verliert. Die unterschiedlichen Werte vonrL auf den 2 Seiten der Bahn verursachen den
Drift.

Figure 13: Particle drift in crossed electric and magnetic �elds.

Da Teilchen mit entgegengesetzten Ladungen in entgegengesetzten Richtungen rotieren,
werden sie auf entgegengesetzten Seiten der Bahn beschleunigt (bzw. abgebremst).
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Leichtere Teilchen haben kleinere Larmor RadienrL und driften weniger pro Umlauf. Da! c

aber gro�er ist, machen sie mehr Uml•aufe in eine gegeben Zeit. Am ende ist der Drift gleich
f•ur alle Teilchen.
Das ganze Plasma kann sich auf Grund des~E � ~B Drifts bewegen.
Da ~j e = � ~j i gibt es keinen Gesamtstrom (~j = ~j e + ~j i = 0)
F•ur E = 100 kV=m und B = 3 T ist vE = 3; 3 � 104m=s.

2.1.2 Gravitationsdrift
~F = m~g (eine grobe N•aherung, aber zumindest lokal ist~g fast konstant).

~vg = m~g�
~B

qB2

h•angt von der Masse und von der Ladung ab. Dieser Drift induziert einen elektrischen

Figure 14: Drift of a gyrating particle in a gravitational �eld.

Strom im Plasma, da die Ionen und Elektronen in entgegengesetzte Richtung driften.

~j = ne

� mi

Z
+ me

� ~g� ~B
B 2

Da die Ionen schwerer sind, sind sie auch schneller (ausnahmsweise!). Dieser Strom f•uhrt in
einem endlichen Plasma zu einer Ladungstrennung, was wiederum zu einem elektrischen
Feld und dann auch zu einem~E � ~B-Drift f•uhrt. Meistens ist dies f•ur Laborplasmen
vernachl•assigbar.
Was passiert mit einer 'Plasma-Wolke' in der Ionosph•are?~g ist radial nach innen; die
Magnetfeldlinien der Erde sind bekannt) ~vg ist horizontal gerichtet und senkrecht auf~B .
Der Fall eines zeitabh•angigen elektrischen Feld~E wird sp•ater diskutiert.

2.1.3 Feldgradienten senkrecht zu ~B
In realistischen F•allen ist das Magnetfeld nicht gleichf•ormig und auch nicht konstant.
Trotzdem bleibt die Bewegung in erster Linie eine Kreisbahn(oder Spiralbahn) um die
Feldlinien, •uberlagert von einem Drift des F•uhrungszentrums, solange die•Anderungen nicht
zu schnell sind. Dh.:

2�
! c

@B
@t

� B

rL j(r B )? j � B
vz

! c
j(r B )kj � B
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Wenn diese gelten, kann man die Inhomogenit•aten als St•orung betrachten.
Zuerst betrachten wir ein Magnetfeld, dessen Feldst•arke sich in Richtung senkrecht zum
Feld •andert. Die Feldst•arke (vom Teilchen gesehen) •andert sich periodisch da das Teilchen
um die Feldlinien kreist. Dies f•uhrt zu einem Drift senkrecht zum Magnetfeld. Mit einer
geeigneten Achsenwahl k•onnen wir annehmen

~B �
�

B0 + ( y � y0)
@Bz
@y

�
ẑ

Bei y = y0 gilt ! c = jqjB0=m; weiter wird lc de�niert durch

1
lc

=
1

B0

@Bz
@y

�
�
y= y0

Die Gleichungen f•ur die senkrechten Komponenten der Geschwindigkeit sind dann

dvx

dt
= � ! cvy

�
1 +

(y � y0)
lc

�

dvy

dt
= � ! cvx

�
1 +

(y � y0)
lc

�

Die Zusatzterme k•onnen abgesch•atzt werden indem wir die ungest•orten L•osungen

vx = v? cos(� ! ct + � )

vy = � v? sin(� ! ct + � )

y � y0 =
vperp

(� )! c
cos(� ! ct + � )

einsetzen, mit dem Ergebnis

dvx

dt
= � ! cvy � (� )

v? ! crL

lc
sin(� ! ct + � ) cos(� ! ct + � )

dvy

dt
= � ! cvx � (� )

v2
?

lc
cos2(� ! ct + � )

Alles was schnell oszilliert mittelt sich zu Null •uber eineGyrationsperiode (2�=! c) da

! c

2�

2�
! cZ

0

dt
h sin(� ! ct + � ) cos(� ! ct + � )

cos2(� ! ct + � )

i
=

1
2�

2�Z

0

d(! ct)
h 1

2 sin(2(� ! ct + � ))
1
2(1 + cos(2(� ! ct + � )))

i
=

�
0
1
2

�

Dann gilt f•ur die Geschwindigkeiten gemittelt •uber eine Gyrationsperiode

h
dvx

dt
i = � ! cvy

h
dvy

dt
i = � ! cvx �

v2
?

2lc

Man hat eine Zus•atzliche Beschleunigung

~F
m

= �
v2

?

2lc
ŷ
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(in die y-Richtung) und dies f•uhrt zu einen Drift des F•uhrungszentrums in die x-Richtung

~vD = � x̂
� v2

?

2! c

1
B0

@B0
@y

�

Der Betrag vD =v? = rL =(2lc) � 1 best•atigt die Annahme.
Verallgemeinert f•ur beliebige Achsen

~B � rj ~B j = B0

�
ŷ

@B0
@x

� x̂
@B0
@y

�

gibt

~vD =
� v2

?

2! c

~B � rj ~B j
B 2

=
mv2

?

2qB3
~B � rj ~B j

Nun gilt (immer) r � ~B = 0. Ausserdem gilt in Vakuum r � ~B = 0.
Deshalb wenn (rj ~B j)? 6= 0, m•ussen die Feldlinien gekr•ummt werden. Der
Kr•ummungsradius ist gegeben durch

1
Rc

êRc = �
rj ~B j

B

Dies f•uhrt zu einem weitern Drift des F•uhrungszentrums. Ein Teilchen, das um eine

Figure 15: A curved magnetic �eld, with de�nition of the radius of curva ture Rc.

gekr•ummte Feldlinie gyriert, erf•ahrt eine Zentrifugalbeschleunigung des F•uhrungszentrums.
Gemittelt •uber alle Teilchen ist dies gegeben durch

~azent =
v2

k

Rc
êRc

wobei v2
k das gemittelte Quadrat der Geschwindigkeitskomponente entlang der

Magnetfeldlinie ist. Die Driftgeschwindigkeit ist dann

~vD =
mv2

k

q
êRc � ~B
RcB 2

= �
mv2

k

q
rj ~B j � ~B

B 3
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Dies kann man o�enbar zumrj ~B j-Drift addieren. Die Summe ist

~vD =
m
q

�
v2

k +
v2

?

2

� ~B � rj ~Bj
B 3

N•aherungsweise ist dies proportional zur mittleren kinetischen Energie der Teilchen (und
deshalb auch zur Temperatur).
Anwendung auf Teilchenbewegung in einem Torus

Figure 16: De�nition of coordinates in toroidal geometry

Mit Spulen gleichm•a�ig um den Torus angeordnet, gibt es eine StromdichteJ� , die daf•ur
sorgt, dass

~B =

0

@
BR

B �

Bz

1

A =

0

@
0

R0B0=R
0

1

A

B0 = Feld im Mittelpunkt des Torus, R = R0

rj ~B j = �
B0R0

R2
R̂; ~B � j ~B j =

B 2
0R2

0

R3
ẑ

( ~B � rj ~B j)
B 2

=
ẑ
R

~vD =
m
qB

�
v2

k +
v2

?

2

� ẑ
R

=
m
q

�
v2

k +
v2

?

2

� ẑ
B0R0

Die Ionen driften nach oben, die Elektronen nach unten (s. Abb. 17). Dies f•uhrt zu einer
Ladungstrennung und dann zu einem elektrischen Feld (in diez-Richtung). Dies verursacht
wiederum ein ~E � ~B-Drift (hier radial nach au�en). Die Plasmateilchen tre�en die Wand
und gehen verloren.
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Um die Plasmateilchen richtig einzuschlie�en, muss man dieFeldlinien so verformen, das

Figure 17: In a simple torus in which the lines of force are closed circles, the magnetic �led varies
as 1/r. The resulting r B drifts cause a vertical charge separation, which in turn causes
the plasma to drift outward.

Figure 18: In a torus with rotational transform a magnetic �eld line A � A0 changes its azimuthal
angle � around the minor axis as it winds around the major axis.

die obere und untere H•alfte des Torus verbunden werden. Eine solche Verschraubung der
Magnetfeldlinien macht es m•oglich, eine elektrische Polarisation zu vermeiden.

Figure 19: Tokamak (links) und ein Stellarator (rechts)

22



Daf•ur gibt es zwei M•oglichkeiten:

� Tokamak: Ein Plasmastrom in die� -Richtung erzeugt ein Poloidales MagnetfeldB � .
Das gesamte Feld hat� -(Toroidal) und � -(Poloidal) Komponenten.

� Stellarator: Die Magnetfeldlinien werden mit geeigneten (komplizierten) Spulen erzeugt.

Diese werden in Abb. 19 schematisch dargestellt.

2.1.4 Feldgradienten parallel zu ~B
Als n•achstes betrachten wir den Fall, dassr B parallel zu ~B ist (@Bz=@z6= 0). Dies kann
nicht die einzige Abweichung von der Gleichf•ormigkeit sein, da r � ~B = 0. In
Zylinderkoordinaten gilt

@Bz
@z

+
1
r

@(rB r )
@r

= 0
� @B�

@�
= 0

�

Da (wegen azimuthaler Symmetrie)B r (r = 0) = 0 gilt

B � = 0 und B r � �
r
2

@Bz
@z

�
�
r =0

•Ublicherweise istvr = _r , vz = _z, v� = r _�
Wenn E = 0 dann lautet die Bewegungsgleichung:

dpr

dt
= qv� Bz (= m(•r + r _� 2))

dp�

dt
= q(� vr Bz + vzB r )

dpz

dt
= � qv� B r (= m•z)

Die Terme proportional zuBz geben die gew•ohnliche Gyration um die Feldlinien. Wenn das
F•uhrungszentrum auf der Achse liegt istr � rL , v� � rL

_� = � v? (abh•angig vom Vorzeichen
der Ladung). Neu ist:

m _vz = � qv?

�
�

1
2

rL
@Bz
@z

�

= �
qv2

?

2! c

@Bz
@z

= �
mv2

?

2Bz

@Bz
@z

Nun erinnern wir uns, dass das magnetische Moment eine rotierende Ladung ist

IA =
q! c

2�
�r 2

L

und daher ist

� =
qv2

?

2! c
=

mv2
?

2B
Wir sehen, dass

Fz = maz = � �
@Bz
@z

:
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Diese Kraft ist rein magnetisch und kann die gesamt (kinetische) Energie des Teilchens nicht
•andern. Deshalb gilt

Fzvz = � �v z
@B
@z

= � vz
@
@z

� 1
2

mv2
?

�

Wenn Bz gr•o�er wird, nimmt vz ab und v? nimmt zu.
Behauptung: Bei einer•Anderung von Bz bleibt � konstant (rL , bzw. v? •andern sich
entsprechend.)
Es sei: s=L•angenelement entlang ~B (hier z)

m
dvk

dt
= � �

@B
@s

und vk =
ds
dt

Daher
m
2

dv2
k

dt
= mvk

dvk

dt
= � �

@B
@s

dB
dt

= � �
dB
dt

dB=dt ist die •Anderung in B, die das Teilchen aufgrund seiner Bewegung "`sieht"'.
Energieerhaltung liefert

0 =
d
dt

(
1
2

mv2
k +

1
2

mv2
? ) =

d
dt

(
1
2

mv2
k + �B )

= � �
dB
dt

+
d(�B )

dt
= B

d�
dt

oder d�=dt = 0, ie. v2
? =B=konst. (auch Br 2

L =konst.). Letztere ist das Theorem von Busch
und wird in der Beschleunigerphysik benutzt.

Anmerkung : der Magnetische Fluss durch eine Elektronen (oder Ionen)- Bahn ist
I

~B � d~S = �r 2
L Bz = konst. (da / � )

Magnetischer Spiegel
Wenn nur Magnetfelder vorhanden sind, ist die kinetische Energie eines Teilchens konstant

1
2m

(p2
k + p2

? ) =
m
2

(v2
k + v2

? ) = konst: =
p2

0

2m

Da das magnetische Momentmv2
? =(2B) auch konstant ist gilt, (falls v? 0 und vk0 die

Geschwindigkeitskomponenten am am OrtB(z) = B0 sind)

mv2
? 0

B0
=

mv2
? (z)

B(z)
oder v2

? (z) =
B(z)
B0

v2
? 0

und

v2
k = v2

0 � v2
? = v2

0

�
1 �

B (z)
B0

v2
? 0

v2
0

�

F•ur ein gegebenes Teilchen istv2
? 0=v2

0 < 1 fest. WennB(z) zunimmt, nimmt vk ab.
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Falls B(z) den Wert BT = ( v2
0=v2

? 0) B0 erreicht, wird vk auf Null reduziert. Alle Energie ist
dann in Bewegung senkrecht zum Magnetfeld umgewandelt worden.
Was passiert nun ?
Das Teilchen rotiert weiter, kehrt aber um und wandert zur•uck. Die Drehrichtung bleibt
erhalten.
Abh•angig von deren Anfangsgeschwindigkteit, bleibt ein Teil der geladenen Teilchen in
einem inhomogene Magnetfeld dort, wo die Feldst•arke am schw•achsten ist. Dies f•uhrt zu der
Idee hei�es Plasma in einem Magnetischen Spiegel einzufangen.

Figure 20: Magnetic trapping

Mit ausreichend gro�em Verh•altnis Bmax =B0 ho�te man (mit Hilfe einiger zus•atzlichen
Tricks) ein hei�es Plasma f•ur die Kernfusion aufrecht zu erhalten.
(MFTFB: B0 � 3T; BMax � 15T; L � 5m). Aber die Verluste aus den Enden waren doch
zu gro�.
Verlustkegel (Loss Cone)
Alle Teilchen, deren Geschwindigkeit am Ort vonB0 die Ungleichung
BT = ( v2

0=v2
? )B0 < B max erf•ullen, werden eingefangen.

Alle Teilchen mit v2
k0=v2

? 0 � (Bmax � B0)=B0 werden entweichen.
Man de�niert tan( � ) = v? 0=vk0. Dann ist sin(� ) = v? 0=v0. Weiter wird � LC de�niert:
sin2(� LC ) = B0=Bmax . Nur Teilchen mit � > � LC werden eingeschlossen. F•ur diese gilt
v2

? 0=v2
0 > B 0=Bmax = sin2(� LC ).

Dies de�niert ein Kegel im Geschwindigkeitsraum. Teilcheninnerhalb des Kegels
verschwinden schnell. Nur Teilchen au�erhalb des Kegels bleiben im Plasma. Aber St•osse
k•onnen Teilchen in den Verlustkegel streuen, da sich bei einem Sto� das Verh•altnis v? =vk

•andert.
Das Fangen (trapping) von Elektronen in einem ortsabh•angigen Magnetfeld ist wichtig f•ur
Fusionsplasmen. Das F•uhrungszentrum eines nicht gefangenen Teilchens folgt einer
Magnetfeldlinie, die ein Helix auf einer Toroidalen Ober
•ache mit Mittelpunkt auf der
Achse ist. Die Magnetfeldst•arke ist proportional zu 1=R, mit R = R0 + r0 cos� (r0 ist der
kleiner Radius der toroidalen Ober
•ache sich auf der das F•uhrungszentrum be�ndet.
Einige Teilchen werden deswegen gefangen und werden ferngehalten vom Bereich, wo das
Magnetfeld am st•arksten ist (an der innen Seite des Torus).Es gilt
B (� ) = B0=(1 + r0 cos�=R 0) mit B0 = B(R0). Dann ist B(� )=B(0) � (1 � � cos� )=(1 � � )
mit � = r0=R0 klein. Die Feldst•arke hat ein Minimum f•ur � = 0.
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Figure 21: Loss cone

Figure 22: Strength of magnetic �eld as a function of position on a poloidal cross section of a
tokamak.

Dann erh•alt man v2
k=v2

0 � 1 � (v2
? 0=v2

0)(1 � � cos� )=(1 � � ).
So ist es m•oglich, dassv? verschwindet bevor� den Wert � erreicht; das Teilchen kann nicht
mehr den Torus umfahren.vk verschwindet, wennv2

k0=v2
? 0 = � (1 � cos� ). Nur Teilchen mit

v2
k0=v2

? 0 > 2� k•onnen einen Vollst•andigen Umlauf durchf•uhren (passing particles). Die
gefangenen Teilchen bleiben in der N•ahe des •au�eren Bereichs des Torus, wo die Feldst•arke
klein ist. Das F•uhrungszentrum eines gefangenen Teilchens pendelt hin und her entlang
einer Magnetfeldlinie auf dem •au�eren Teil des Torus zwischen den Spiegelpunkten� � m

(de�niert durch � (1 � cos� m ) = v2
k0=v2

? 0). Solche Teilchen k•onnen nicht zum toroidalen
PlasmastromJ� beitragen.
Im Projektion sieht die Bewegung des F•uhrungszentrums eines gefangenen Teilchens wie
eine Banane aus. Deshalb hei�en solche Bahnen "`Banana Bahnen"'.

Anwendung in der Physik des Weltalls (hier eigentlich nur in der N•ahe eines
Planets)
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Figure 23: Die Projektion der Bahn eines gefangenen Teilchens in die poloidalebene.

Figure 24: Teilchenbewegung in einem Tokamak: F•ur hinreichend kleinesv2
k=v2

? wird das Teilchen
im Gradienten des B-Feldes re
ektiert. Wegen dem Drift im inhomogenen Magnetfeld
(in der Zeichnung f•ur ein Proton immer nach Oben) durchl•au ft das Teilchen eine
sogenannte Bannanenbahn.

Ein magnetischer Spiegel tritt auch bei der Bewegung geladener Teilchen im Erdmagnetfeld
auf. Betrachten wir zun•achst ein Planet mit einem Dipolmagnetischen Moment ~M . Ein von
dem Sonnenwind stammendes Teilchen kann bis zur Erdober
•ache vordringen, wenn
mv? =jqj gross genug ist. Wennmv? =jqj klein ist, werden Teilchen, die nahe dem
magnetischen•Aquator ankommen re
ektiert. Kommen sie jedoch in der Nahe des Pols an,
werden sie gefangen (B / M=r 3). Auch Teilchen, die in der Ionosph•are produziert werden
(z.B. durch Photoionization) k•onnen gefangen werden. DieBewegung ist eine Gyration um
die Feldlinien. da� = m(v � sin� )2=(2jB j) � konst. werden Teilchen re
ektiert.
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Figure 25: Model planet with dipole magnetic moment M, showing schematically particles of high
magnetic rigidity gaining unrestricted access, and particles of low rigidity being repelled
near the magnetic equator, gaining access in the polar regions, and executing trapped-
particle motion. The magnetic rigidity is proportional to mv? =jqj.

Figure 26: Illustration of the three basic modes of motion -gyration, bounce and drift- of
magnetically trapped particles. Motion is shown for a plant which, like the Earth,
has a southward-directed magnetic monent. For electrons, the sense of gyration is
clockwise when seen looking downwards on the north geographic pole, and drift is
eastwards. These are, of course, reversed for protons and other positively charged
particles. Particles of pitch angle � 1, at a location where the magnetic �eld strength
is B1, will mirror at points m1 lying on a surface where B=B1=sin2� . For particles
having larger pitch angle, for example� 2, at the same �eld strength, the mirror points
m2 are further from the planet. The locus of resultant motion of each particle`s guiding
center of gyration de�nes an approximately toroidal drift s hell. See also Fig. 27

Wegen der Zunahme des Feldes zu den Polen hin entsteht ein magnetischer Spiegel, in dem
Teilchen eingeschlossen werden k•onnen. Zus•atzlich entsteht im inhomogenen Magnetfeld
eine Kr•ummungs, bzw. r B-Drift, die dazu f•uhrt, das Elektronen und Ionen in
entgegengesetzten Richtungen um die Erde driften. Der so entstehende Strom kann das
Magnetfeld der Erde ver•andern. Teilchen die durch St•osseaus dem Spiegel entkommen,
f•uhren beim Eintritt in die Atmosph•are zu den Nordlichtern.
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Figure 27: Bewegung eines geladenen Teilchens im Erdmagnetfeld mit Drifts und magnetischem
Spiegel.

2.1.5 Polarisationsdrift
Ein weiterer Drift ist der sogenannte Polarisationsdrift und hat seinen Ursprung in sich
zeitlich •andernden (oft oszillierenden) elektrischen Feldern (wobei die Frequenz nicht zu gro�
sein soll). Dies ist z.B. der Fall in einem Tokamak, da der Strom durch ein zeitlich
ver•anderliches Magnetfeld induziert wird.
Einfachheitshalber werden~E und ~B als beinah ortsunabh•angig angesehen.

~E = ~E0 cos!t = Re(E0x̂ei!t )

B � B0ẑ

dann ist

dvx

dt
= ( � )! cvy +

q
m

Ex (t)

dvy

dt
= ( � )! cvx

d2vx

dt2
= � ! 2

cvx +
q
m

@Ex
@t

d2vy

dt2
= � ! 2

cvy +
q2B
m2

Ex = � ! 2
c(vy +

Ex

B
)

Man sieht den (~E � ~B)=B2-Drift, aber es bleibt auch ein Zusatz zu •vx , n•amlich

vp =
q _Ex

m! 2
c

= �
1
! c

_Ex

Bz

in die x-Richtung. Dies ist der Polarisationsdrift. (allesist konsistent, solange

! /

�
�
�
�

1
E

@E
@t

�
�
�
� � ! c).
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Die Komponente senkrecht auf~B ist

~vp? =
m

qB2

@~E?

@t

Dieser Drift (in die x-Richtung) verursacht einen Polarisationsstrom parallel zu
@~E
@t

:

~j p = ne(~vip � ~vep) =
n

B 2
(mi + me)

@~E
@t

Analog zu einem festen Dielektrikum~D = � 0
~E + ~P. Hier ist

@~D
@t

= � 0
@~E
@t

+
@~P
@t

= � 0
@~E
@t

+ ~j pol

Die Dipole bestehen aus Elektronen und Ionen. Bei statischen Feldern herrscht
Ladungsneutralit•at im Innern des Plasmas. Falls die Felder sich zeitlich •andern, bewirkt die
Tr•agheit der Ionen einen Strom.
E�ektiv wird die dielektrische Konstante:

� = � 0 +
jj pj

j _E j
) � 0 +

n(mi + me)
B 2

= � 0 +
� m

B 2

� = � 0(1 +
� 0c2� m

B 2
)

� m ist die Massendichte. Im allgemeinen ist� ein Tensor, besonders im Magnetfeld.
Zahlen: In einem Wassersto�plasma mitn � 1016 m� 3 und B = 0:1T ist � 0c2� m =B2 � 189.
F•ur Deuterium mit n � 1019 m� 3 und B = 5 T ist � 0c2� m =B2 � 151
In der Ionosph•are mit n � 1012 m� 3 und B = 3 � 10� 5 T ist � 0c2� m =B2 � 2 � 105

Anders betrachtet

r � ~B = � 0(j ext + j pol + � 0
@~E
@t

)

= � 0(j ext + �
@~E
@t

)

Damit ist

�
@~E
@t

= j pol + � 0
@E
@t

und somit
� ? = � 0 +

� m

B 2
= � 0(1 + � 0c2 � m

B 2
)

Dies gilt allerdings nur f•ur sich langsam •andernde Felder. Das Thema dielektrische
Eigenschaften eines Plasmas wird sp•ater ausf•uhrlicher behandelt (� R ist Frequenzabh•angig!).
Aber nun untersuchen wir das Verhalten eines Plasmas in einem Gravitationsfeld, um besser
zu verstehen, wie die (senkrechte) Dielektrizit•at die Bewegung das Plasma beein
usst
(vorausgesetzt ein Magnetfeld sei auch vorhanden).
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Figure 28: Scheibegeometrie f•ur die Untersuchung des Verhaltens eines Plasmas in einem
Gravitationsfeld

Um die Rechnung etwas zu vereinfachen, betrachten wir eine Scheibe von magnetisiertem
Plasma. Die Ionen seien einfach ionisiert mitZ i = 1 und damit q = + e und ne = ni = n.
Der Gravitationsdrift erzeugt einen Strom, der senkrecht auf ~B und auf ~g steht. Aus
~vg = m~g� ~B=(qB2) erh•alt man

~j g =
X

nq~vg =
X

mn
~g� ~B

B 2
= � m

~g� ~B
B 2

Im Bild zeigt die Stromdichte nach rechts. Diese wird nun alsextern betrachtet. Die
Stromdichte soll aber verschwinden auserhalb des Plasmas.Dies f•uhrt zu einer "`freien"'
Ober
•achenladungsdichte � s mit d� s=dt = ~j g (Die Ladungen sammeln sich an den
Ober
•achen des Plasmas). Nun gilt auchd� s=dt = � ? dE? =dt, wie in einem
Plattenkondensator. Daraus folgt

dE?

dt
=

1
� ?

d� s

dt
=

j g

� ?
mit � ? = � 0 +

� m

B 2

und somit
dE?

dt
=

(~g� ~B)
1 + � 0B 2=� m

Nun kann man dies auch interpretieren als

~j g = � m
~g� ~B

B 2
=

@~D
@t

= � 0
@~E
@t

+ ~j pol mit ~j pol =
� m

B 2

@~E
@t

Auf jeden Fall �ndet man
� m

B 2
~g� ~B =

�
� 0 +

� m

B 2

� @~E?

@t
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Wenn ein elektrisches Feld vorhanden ist, gibt es einen~E � ~B=B2 - Drift.

~vE =
~E � ~B

B 2
mit

d~ve

dt
=

d~E? =dt � ~B
B 2

=
1

1 + � 0B 2=� m

"
(~g� ~B) � ~B

B 2

#

Nun ist
(~g� ~B) � ~B = ~B(~g� ~B) � ~gB2 = � ~gB2

und somit
d~vE

dt
=

� ~g
1 + � 0 B 2=� m

Die F•uhrungszentren "`fallen"' unter dem Ein
uss der Gravitation.
Der Drift erf•ahrt eine Beschleunigung und die Teilchen verlieren gravitationspotentielle
Energie, und gewinnen kinetische Energie. Die Energiebilanz lautet

d
dt

(
� m v2

E

2
) = � m~vE �

d~vE

dt
=

� � m~vE � ~g
1 + � 0B 2=� m

Man muss auch beachten, dass die interne Energie des elektrischen Feldes gegeben ist durch

� 0
E 2

2
=

� 0B2
2

v2
E =

� 0B 2

� m

� m v2
E

2

Die Leistung des Gravitationsfeldes auf das Plasma ist

� m~vE � ~g=
d
dt

�
� m v2

E

2
+

� 0E 2

2

�

Nun ist � m =(� 0B 2) � 1 (gew•ohnlich) und damit wird nur ein kleiner Teil der Lageenergie
des Plasmas auf sein internes elektrisches Feld •ubertragen. Der E�ekt kann als Au
aden
eines "`Plasmakondensators"' interpretiert werden.

•Ubungen

1. Wiederholen Sie Aufgabe 3 aus Abschnitt 1, und dazu berechnen Sie die
Elektronenzyklotronfrequenz und Larmorradius (wenn B6=0) f•ur:

a) ein Fusionsplasma mit kT=10 keV, B=5 T und n=1020 m� 3

b) die Ionosph•are mit kT=0.1 eV, B=3 � 10� 5 T und n=1012 m� 3

d) den Sonnenkorona mit kT=100 eV, B=10� 9 T und n=1013 m� 3

e) den Sonnenwind mit kT=5 eV, B=10� 8 T und n=5 � 106 m� 3

e) eine Gasentladung mit kT=2 eV, B=0 und n=1016 m� 3

Sie k•onnen annehmen, dassv? �
p

2kT=me. Vergleichen Sie� D und rL mit den
Dimensionen des Plasmas. Vergleichen Sie auch die Plasmafrequenz mit der
Elektronenzyklotronfrequenz.

2. Die Ionosph•are besteht zum gr•ossten Teil aus einem Proton-Elektron-Plasma im
Magnetfeld der Erde (B=3� 10� 5 T). Wie gross ist die Gravitationsdrift der beide
Teilchenarten? (Radius der Erde� 6400 km, H•ohe der Ionosph•are� 300 km).
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3a. Zeigen Sie, da•s das magnetische Moment einer Ladung, die sich auf einer Kreisbahn
bewegt, ist

� =
qv2

?

2! c
=

mv2
?

2B

3b. Eine Ladung bewegt sich auf einer Kreisbahn um eine Magnetfeldlinie. Wie gross is
der Magnet
uss durch die Bahn?

4. Das Magnetfeld der Erde betr•agt ca 3� 10� 5 T am Equator und f•allt wie r � 3 (wie
ein ideales Dipol) ab:

B = 3 � 10� 5

�
Re

r

� 3

T

Man nehme an, da•s es eine isotropischen Verteilung Ionen mit kT=1 eV und Elektronen mit
kT=30 keV, jeweils der Dichte 107 m� 3 bei r = 5 Re in der Equatorebene gibt
a) Berechnen Sie die Driftgeschwindigkeiten der Ionen und der Elektronen aufgrund der
grad(B)-Drift. Vergleichen Sie diese mit der Gravitationsdrift.
b) In welcher Richtung driftet ein Elektron, bzw. ein Ion?
c) Wie lang braucht ein Elektron, bzw. ein Ion, um einmal um die Erde zu driften?
d) Wie gross ist die Stromdichte rings um die Erde?
e) Wie gross ist die Zyklotron-Periode jeder Teilchensorte(angenommen, die Ionen seien
Protonen)?
(Die Kr•ummungsdrift sollte eigentlich auch ber•ucksichtigt werden, ist aber in diesem Fall
unwichtig).

5. In einer axialsymmetrischen Spulenanordnung ist das Magnetfeld auf der z-Achse in
die z-Richtung:

~B(0; z) = B0(z) ẑ

Aus div( ~B) = 0, sch•atzen SieB r in der N•ahe der z-Achse ab.

6. Durch adiabatische Komprimierung kann ein Plasma geheizt werden, dakT?

zusammen mit B wachesen muss, wegen der Invarianz von� . (Das Magnetfeld wird langsam
erh•oht). Die Lorentzkraft q ~v� ~B kann aber die Teilchen nicht beschleunigen. Wie
gewinnen die Teilchen kinetische Energie?
(Hinweis: denken Sie an das Faraday'schen Gesetz).
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7. Ein Teilchen mit der Ladung q (und Masse m) startet von der Ursprung mit Impuls
p, in eine Richtung, die den Winkel� 0 mit einer Magnetfeldlinie. Dort hat das Magnetfeld
den Wert B0. Bei welchem Wert B des Magnetfelds wird das Teilchen re
ektiert?
Nun seiBmax der Maximalwert des Magnetfeldes. Bei welchen Werten von� 0 wird das
Teilchen nicht re
ektiert? (Dieser Winkel de�niert einen Kegel in Geschwindigkeitsraum:
der Verlustkegel).

8. Ein System von N nicht wechselwirkende Elektronen in einem gleichf•ormigen
Magnetfeld hat urspr•unglich eine isotrope Geschwindigkeitsverteilung. Der Betrag der
Geschwindigkeit seiv0 f•ur alle Elektronen. Nun wird das Magnetfeld adiabatisch erh•oht,
von B1 bis B2 = �B 1. Berechnen Sie die•Anderung der Energie des Systems.
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3 Plasma als Fl•ussigkeit - Hydrodynamische Modelle

Eine vollst•andige quantitative Beschreibung eines Plasmas auf Grund der Bewegung
einzelner Teilchen (1012 � 1020 pro cm3) ist nicht praktikabel. Es gibt einfach zu viele
Teilchen. Bei hydrodynamischen Modellen wird die Bewegungder einzelnen Teilchen nicht
ber•ucksichtigt. Stattdessen wird die Bewegung von makroskopischen
"`Fl•ussigkeitselementen"' beschrieben. Wie in einem Gas, sind die Teilchen in einer
Fl•ussigkeit nicht korreliert. Deren Zufallsbewegung in einem Element (mit St•ossen) erzeugt
Druck und die Temperatur ist ein Ma� f•ur die mittlere kineti sche Energie.
Die Dichte eines Plasmas hat nur dann physikalische Bedeutung, wenn die Skalenl•ange so
gro� ist das viele Teilchen ber•ucksichtigt werden. Das Plasma ist elektrisch neutral •uber
solche L•angenskalen auch sollen die Zeitskalen viel gr•o�er sein, als die Perioden aller
relevanten Oszillatoren :

T �
2�
! ci

(auch �
2�
! ce

;
2�
! pe

;
2�
! pi

und � Zeit zwischen 2 St•ossen)

Dann sind nur die gemittelten Positionen der F•uhrungszentren relevant.

(Die Mittlere interne Energie
e2

4�� 0n� 1=3
� kB T ist eine notwendige Voraussetzung).

Eine M•oglichkeit ist eine 2-Fl•ussigkeiten Beschreibung(Elektronen, Ionen evtl. auch
Neutralteilchen getrennt zu behandeln. Die Kopplung geschieht •uber Wechselwirkung mit
elektrischen und magnetischen Feldern.)

3.1 Magnetohydrodynamik (MHD)
Die MHD macht eine weitere N•aherung. Das Plasma besteht ausgeladenen Teilchen
unterschiedlicher Masse. Makroskopisch ist es elektrischNeutral. Man kann es dann als eine
einzige elektrisch neutrale, leitende Fl•ussigkeit ansehen, da •uber l•angere Zeitskalen die sehr
mobile Elektronen das Plasma neutral halten und elektrische Felder kompensieren. Dies
erm•oglicht es auch, dass eine Stromdichte~J fast nur von den Elektronen getragen wird,
w•ahrend das Plasma als ganzes sich mit der Str•omungsgeschwindigkeit bewegt.
(genauer:~v beschreibt die Schwerpunktsbewegung

~v '
mi ~vi + me~ve

mi + me

wobei~ve und ~vi die Geschwindigkeiten der Elektronen bzw. Ionen sind. Dannist die
elektrische Stromdichte~J = en(~vi � ~ve) unabh•angig von~v.
Die Fl•ussigkeit wird als Kontinuum behandelt; die wichtigste Gleichungen beschreiben
Masse, Impuls und Energie.
Wir zerlegen nun das Plasma in Fl•ussigkeitselemente der Volumen V (deren L•ange
� l � L aber � l � mittlere freie Wegl•ange zwischen St•ossen). Dies hat nur dann einen

Sinn, wenn sehr viele Teilchen sich in diesem Element be�nden, damit lokale Temperatur,
Druck, Dichte usw. de�niert werden k•onnen.
Man betrachtet nun entweder ein kleines Fl•ussigkeitselement oder eine Eigenschaft der
Fl•ussigkeit die durch ein Festes Volumenelement mitgetragen wird. z.B. die Masse (oder
Teilchenzahl), die in das Volumenelement in der Zeit �t 
iesst ist (in Abb. 29)
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Figure 29: Fluid 
ow through a volume V.

�v x � t� y� z �
�
�v x +

@(�v x )
@x

� x
�
� t� y� z + (Beitr•age von den anderen Seiten)

= �r � (�~v )� x� y� z� t

Die Zunahme in der Zeit � t ist
@
@t

(� � x� y� z)� t

Da die Masse (bzw. Teilchenzahl) erhalten ist gilt :

@�
@t

+ r � (�~v ) = 0

Dies ist dieKontinuit•atsgleichung. Analog f•ur die elektrische Ladung gilt

@�el

@t
+ r � (~j el) = 0

mit � el =
P

qi ni � ene ' 0 und ~j el =
P

qi ni~vi � ene~ve

Impuls: Um die Zeitliche Entwicklung der Geschwindigkeit eines Fl•ussigkeitselements zu
beschreiben, muss man auch die Bewegung des Fl•ussigkeitselements ber•ucksichtigen.
Hierzu wird zuerst gefragt: wie •andert sich eine (skalare)Eigenschaft eines
Fl•ussigkeitselements, wenn dieses sich von (x; y; z) bis (x + � x; y + � y; z + � z) in der Zeit
� t bewegt? F•ur jede beliebige FunktionG(~x; t) gilt:

� G =
@G
@x

� x +
@G
@y

� y +
@G
@z

� z +
@G
@t

� t

mit � ~x = ~v� t, erh•alt man

� G
� t

=
@G
@t

+
@G
@x

vx +
@G
@y

vy +
@G
@z

vz
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und somit
dG
dt

= lim
� t ! 0

� G
� t

=
@G
@t

+ ( ~v � r )G

Die Gesamtableitung enth•alt 2 Beitrage:
@G
@t

= ist die •Anderung an einem festen Ort und

(~v � r )G ist die •Anderung auf Grund der Tatsache, dass der Beobachter sich mit der
Fl•ussigkeit bewegt.
Anwendung auf Plasma:G = vx ; vy; oder vz (oder die mechanische Impulsdichtemn~v).
Dann ist (f•ur jede Teilchensorte)

m� n�

�
@~v�
@t

+ ( ~v� � r )~v�

�
= Kraftdichte

Wenn wir ein 2-Fl•ussigkeitsmodel nehmen, k•onnen wir die Kr•afte als

n� q� ( ~E + ~v� � ~B) � r p� + m� n� ~g+ : : :

schreiben, wobei: : : andere Kr•afte wie z.B. Reibung aufgrund von St•ossen mit anderen
Teilchen bedeuten kann.
Es wurdeauch angenommen, dass der Druckp = nkB T isotrop sei. Falls die Fl•ussigkeit eine
Viskosit•at besitzt, oder Scherkr•afte wichtig sind, wird der Druck ein Tensor. Dies kommt in
einem Plasma aber sehr selten vor.
Ein voll ionisiertes Plasma ist eigentlich eine Mischung zweier Fl•ussigkeiten - eine
Ionen
•ussigkeit und eine Elektronen
•ussigkeit. Bei Teilionisation kommen Neutralteilchen
hinzu.
Oft erh•alt man eine ausreichend gute Beschreibung, wenn man das Plasma als eine einzige
elektrisch neutrale aber gut leitende Fl•ussigkeit ansieht. In diesem Fall ist die
Str•omungsgeschwindigkeit gleich der Geschwindigkeit der ganzen Fl•ussigkeit und die
Stromdichte ist unabh•angig davon. In diesem Fall gilt (hier ohne Beweis)

� m
d~v
dt

= � m

�
@~v
@t

+ ( ~v � r )~v
�

= �r p + ~j � ~B + � m~g+ : : :

Alles, was von der Lorentz Kraft bleibt ist~j � ~B ; die E�ekte des elektrischen Feldes heben
sich gegenseitig weitgehend weg.
Dazu kommen nat•urlich die Maxwell-Gleichungen

r � ~B = 0 ; r � ~E = �
� el

� 0
' 0

@~B
@t

= �r � ~E und r � ~B = � 0~j +
1
c2

@E
@t

und das verallgemeinerte Ohm'sche Gesetz. In einem Bezugssystem, in dem die Fl•ussigkeit
in Ruhe ist, gilt

~j 0 = � ~E 0 =
1
�

~E 0
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Wenn das Fl•ussigkeitselement sich mit Geschwindigkeit~v relativ zu einem Labormagnetfeld
~B bewegt, gibt es ein elektrisches Feld im Ruhesystem des Fl•ussigkeitselements. Allgemein
gilt:

~E 0 ' ~E + ~v � ~B = � ~j

(solangev2=c2 vernachl•assigbar ist).
Eine Konsequenz des Ohm'schen Gesetzes ist: Wenn eine leitende Fl•ussigkeit sich in einem
Magnetfeld bewegt, gibt es ein elektrisches Feld

~E = � ~v � ~B + � ~j

Wenn das Plasma unendlich gut leitet, gilt� = 1=� ! 0
Und eigentlich sollte man ber•ucksichtigen, dass die Leitf•ahigkeit senkrecht und parallel zum
Magnetfeld unterschiedlich sein kann

� ~j ! � k~j k + � ? ~j ?

Eine andere Konsequenz der MHD ist, dass Magnetfeldlinien auf Grund der
Plasmabewegung verschoben werden k•onnen und dass die Feldlinien in das Plasma hinein
di�undieren k•onnen. Aber zuerst eine genauere Untersuchung der~j � ~B-Kraft:
Von den Maxwells'chen Gleichungen, wissen wir, dass

r � ~B = � 0

"

~j + � 0
@~E
@t

#

' � 0~j

Wenn der Verschiebungsstrom klein ist, gilt

~j � ~B '
1
� 0

(r � ~B) � ~B

=
1
� 0

( ~B � r ) ~B � r
�

B 2

2� 0

�

Dann kann man die Bewegungsgleichung schreiben als

�
d~v
dt

= �r
�

p +
B 2

2� 0

�
+

1
� 0

( ~B � r ) ~B

Der erste Teil entspricht einem magnetischen DruckB 2=(2� 0). Der andere Term entspricht
einer magnetischen Spannkraft. Sie ist nur dann vorhanden,wenn die Feldlinien gekr•ummt
sind. Der E�ekt wirkt so, das die Kr•ummung reduziert wird.
Manchmal ist es hilfreich, das ganze von einem anderen Standpunkt zu betrachten.
b̂ ist ein Einheitsvektor parallel zu ~B und n̂ ist ein Einheitsvektor ? ~B. R ist der lokale
Kr•ummungsradius und s sei der Abstand entlang einer Feldlinie. Dann ist

1
� 0

( ~B � r ) ~B =
1
� 0

"

B
@B
@s

b̂+ B 2 @̂b
@s

#

=
B 2

� 0

@̂b
@s

+ b̂
@
@s

�
B 2

2� 0

�
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Figure 30:
@̂b
@s

in a magnetic �eld ~B .

Nun ist
@̂b
@s

=
n̂
R

und man erh•alt

~j � ~B = �r
�

B 2

2� 0

�
+ b̂

@
@s

�
B 2

2� 0

�

| {z }
�r ?

�
B 2
2� 0

�

+
B 2n̂
� 0R

Der magnetische Druck wirkt haupts•achlich senkrecht zum Magnetfeld. Die Fl•ussigkeit wird
weg von Bereichen mit hohem Magnetfeld geschoben.

Die Spannkraft
B 2

� 0

n̂
R

beschleunigt das Plasma in Richtung Zentrum der Kr•ummung.Wie

wir sehen werden, werden die Feldlinien mit dem Plasma mitgezogen. Die Kr•ummung wird
dadurch reduziert.
Magnetische Kr•afte kennt man: wenn gleiche Str•ome in einer Menge parallel Leiter 
iesst,
wirkt eine gegenseitige anziehende Kraft darauf. Dies erzeugt einen sogenannten "`pinch"'
(Abb. 31). Andererseits, in einer kreisf•ormigen Schleife, die Str•ome auf die zwei Seiten der
Schleife 
iessen in die entgegengesetzte Richtung und stossen sich gegenseitig ab ("`hoop"'
Kraft). Das gleiche passiert in Plasmen, wenn ein Magnetfeld vorhanden ist.

Zustandsgleichung
Bis jetzt haben wir Gleichungen f•ur die Masse, ElektrischeLadung und Stromdichte und
Str•omungsgeschwindigkeit (bzw. Impulsdichte) gegeben.Es fehlt noch etwas •uber Energie
(W•armetransport usw). Dies wird durch eine thermodynamische Zustandsgleichung
n•aherungsweise beschrieben. Dabei handelt es sich um eineGleichung der Formp = cn


(oder p = c� 
 ), die den Druck p und die Dichten verkn•upft. Die Gr•osse
 gibt an wie stark
die Temperatur des Plasmas steigt, wenn es komprimiert wird. Die Zustandsgleichung gibt
eine einfache (aber auch nur eingeschr•ankt g•ultige) Beschreibung des W•arme
usses.
Ausserdem wird die Zustandsgleichung ben•otigt, um eine vollst•andigen Satz Gleichungen f•ur
die Beschreibung des Systems zu gew•ahrleisten.
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Figure 31: The pinch e�ect (left) and the hoop force (right).

Es handelt sich um insgesamt 15 Unbekannte:

� m ; p; (� el) (2 bzw. 3) und ~v; ~j el; ~E; ~B (4x3)

die durch 16 Gleichungen zu beschreiben sind:

Kontinuit•at (1)
Bewegung (3 Komponenten)
Ladungserhaltung (1)
Maxwell (3+3+1+1) (8)
Ohm (3 Komponenten)

Aber die Gleichungen f•ur Ladungserhaltung und die Maxwellgleichungen sind nicht alle
voneinander unabh•angig. Man nehme die Divergenz von jederder 2 Rotationsgleichungen

r �
�

r � ~E
�

= �
@
@t

�
r � ~B

�
= 0

r �
�

r � ~B
�

= � 0

�
r � ~j el + � 0

@
@t

�
r � ~E

� �
= � 0

�
r � ~j el +

@�el

@t

�
= 0

d.h. 2 der Gleichungen sind triviale Konsequenzen der Anderen. Deshalb wird eine weitere
Gleichung ben•otigt. Dies ist gerade die Zustandsgleichung.

� Bei einer Kompression, die im Vergleich zur W•armeleitung langsam statt�ndet, gilt

 = 1. Es handelt dich um eine isotherme Kompression. Die Temperatur bleibt
konstant. H•au�g f•uhrt die Tatsache, dass die Teilchen sich l•angs eines Magnetfeldes~B
frei bewegen k•onnen, zu einem Strom entlang~B und erm•oglicht, dass das Plasma
isotherm bleibt.
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� Wenn die Kompression schneller als die W•armeleitung erfolgt, ist sie adiabatisch.
Wenn sie auch langsam genug ist, dass Energie durch St•osse zwischen den 3

Freiheitsgraden ausgetauscht werden kann, gilt
 =
2 + 3

3
=

5
3

(allgemeine Beziehung

f•ur ein ideales Gas mit 3 Freiheitsgraden)

� Auch m•oglich ist eine adiabatische Kompression die schnell im Vergleich zur Stossrate
und anisotrop ist. Die Freiheitsgrade parallel und senkrecht zum Magnetfeld sind
entkoppelt. Dann hat man Zustandsgleichungen f•ur parallele (N = 1, 
 = 3) und
senkrechte (N = 2, 
 = 2) Bewgungen.

Wie wir sehen werden, werden die Feldlinien mit dem Plasma mitgezogen. Die Kr•ummung
wird dadurch reduziert.
Bei Gleichgewicht (nicht immer stabil) gilt

0 = ~j � ~B � r p

� die Stromlinien und Magnetfeldlinien liegen auf Fl•achen konstanten Drucks

� r (p + B 2=(2� 0)) � ( ~B � r ) ~B=(2� 0) = 0

Wenn der zweite Term aus Symmetriegr•unden sehr klein ist, gilt

p +
B 2

2� 0
' konst

Da der Druck in der Mitte eines Plasmas meistens h•oher als auf dem Rand ist, ist das
Magnetfeld in der Mitte kleiner als auf dem Rand. Diese Abschw•achung ist ein Beispiel f•ur
den Diamagnetismus des Plasmas.
Das Verh•altnis von Plasmadruck zum magnetischen Druck, normalerweise ausserhalb des
Plasmas gemessen wird mit� bezeichnet:

� =
pzentral

B 2
Aussen =(2� 0)

oder

� =
hpi

B 2
0=(2� 0)

wobei hpi der Mittelwert des Drucks ist. F•ur Laborplasmen gilt allgemein (da der Druck
ausserhalb des Plasmas verschwindet)

B 2
aussen

2� 0
= p +

B 2

2� 0

Die Gr•osse� ist ein Mass daf•ur, wie sehr das Magnetfeld dazu beitr•agt,ein inhomogenes
Plasma im Gleichgewicht zu halten.

In astrophysikalischen Plasmen ist� & 1
Im Labor gilt eher � < 0:1

F•ur Kernfusion: Da die Fusionsleistung mit dem Druck zunimmt, m•ochte man in einem
Tokamak (bzw. Stellarator oder Spiegelmaschine)� m•oglichst gross haben.
Stabilit•ats•uberlegungen liefern Grenzen: hier� . 0:05� 0:10.
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Da Druckgradient und Lorentzkraft sich gerade Kompensieren, muss ein Strom 
iessen
(senkrecht zur p und B). Wie schon erw•ahnt, bei Gleichgewicht gilt

~j � ~B � r p = 0

(~j � ~B) � ~B = r p � ~B

Daraus folgt

~j ? = �
r p � ~B

B 2

~j ? heisst diamagnetischer Strom und verursacht eine Abschw•achung von ~B.
Diese Stromdichte entsteht aus langsamen (im Vergleich zurL ! c) Drifts der Elektronen und
Ionen in entgegengesetzten Richtungen

~j D = ne(~vDi � ~vDe ) = ( 
 i kB Ti + 
 ekB Te)
~B � r n

B 2

Dieser Strom erzeugt ein Magnetfeld, das gegen das urspr•ungliche Zeigt.
Beispiel : ein zylindrisches Plasma mitpmax auf der Achse.

Figure 32: Diamagnetic drifts in a cylindrical plasma

r p zeigt radial nach innen. Falls~B parallel zur Achse ist, muss die nach Aussen gerichtete
Druckkraft durch die Lorentzkraft (~j D � ~B = j � Bz) kompensiert werden.

j � = ( 
 i kB Ti + 
 ekB Te)
1
B

@n
@r

Allgemeiner: die Fl•ussigkeit schlingt sich um die Magnetfeldlinien. Da r � ~j = 0 und
~j ? = ( ~B � r p)=B2 6= 0 muss auch ~j k 6= 0 (~j = ~j ? + j kb̂), aber ~B � r (j k=B) + r � ~j ? = 0.
Man kann diese Drifts qualitativ wie folgt verstehen: Durchein festes Fl•ussigkeitselement
bewegen sich mehr Ionen nach unten als nach oben, da die Dichte der sich nach Unten
bewegenden Ionen gr•o�er ist (Elektronen nach oben, gleiche •Uberlegung). Die
F•uhrungszentren bewegen sich nicht aber die Fl•ussigkeitdriftet. Jedes Teilchen, nach dem
es sich durch ein Fl•ussigkeitselement bewegt hat, dreht einfach weiter, deshalb gibt es kein
Teilchen Transport.
Dagegen gibt es im Fl•ussigkeitsmodell keinenr j B j, bzw. Kr•ummungsdrift. Jedes
F•uhrungszentrum hat eine Driftbewegung. Diese heben sichalle Weg in jedem beliebigen
Fl•ussigkeitselement (nach Mittelung •uber die Geschwindigkeitsverteilung).
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Figure 33: Origin of the diamagnetic drift.

Figure 34: Im Fl•ussigkeitselement sind die Geschwindigkeiten gleich aber entgegengesetzt. Der
Beitrag zum Mittelwert von ~v ist Null.

3.1.1 Der Zylindrische "`Pinch"'
Dies kann erzeugt werden, indem man eine hohe Spannung an einPaar Elektroden anlegt
und dadurch eine Entladung mit~j in die z-Richtung induziert. Gleichgewicht (nicht sehr
stabil) wird hergestellt, wenn das dadurch induzierte Magnetfeld gerade so ist, dass
~j � ~B = j zB � genau den Druckgradientdp=dr kompensiert. Allgemein gilt

B � (r ) =
� 0

r

rZ

0

r 0j z(r 0)dr0

Falls das Plasma nur f•urr � a vorhanden ist gilt: f•ur r � a ist p(r ) = 0 und

I =

aZ

0

2�rj z(r )dr und B � =
� 0I
2�r

(soweit bekannte Elektrodynamik)

Nun gilt auch
� @̂�

@r
= � r̂

�

@
@r

�
p +

B 2
�

2� 0

�
= �

B 2
�

� 0r

Dies ist die r-Komponente von

0 = �
�

r p +
r B 2

2� 0

�
+

� ~B � r
� ~B

� 0
:
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Figure 35: Geometry of a z-pinch.

Dann gilt

dp
dr

= �
d
dr

B 2
�

2� 0
�

B 2
�

� 0r

= �
1

2� 0
�

1
r 2

d
dr

�
r 2B 2

�

�

Deswegen gilt

p(r ) = p0 �
1

2� 0

rZ

0

1
r 02

d
dr0

�
r 02B 2

�

�
dr0

Wenn a der Plasmaradius ist, gilt

I =

aZ

0

2�rj z(r )dr

B(r ) =
� 0I
2�r

, r > a

p0 =
1

2� 0

aZ

0

1
r 2

d
dr

�
r 2B 2

�

�
dr

(da p(a) = 0). Bisher ist alles unabh•angigvon der Stromdichte!)
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Der mittlerer Druck ist

hpi =

2

42�

aZ

0

rp(r )dr

3

5 1
�a 2

=
1
a2

2

4
�
r 2p

�
�
�
�
�

a

0

�

aZ

0

r 2 dp
dr

dr

3

5

= p(a) +
1
a2

aZ

0

d
dr

�
r 2B 2

2� 0

�
dr = 0 +

B 2(a)
2� 0

= magnetischer Druck an der Ober
•ache

Auch ist � 0j z(r ) =
1
r

@(rB � )
@r

.

Wenn j z = j z0, r � a und j z = 0, r > a auch gilt ist

B � (r ) = B �a

� r
a

�
, r � a

p(r ) = p0 �
B 2

�a r 2

� 0a2

B �a =
� 0I
2�a

und aus p(a)=0 gilt

p0 =
B 2

�a

� 0

Stabilit•at:
Die Stabilit•at unter kleinen St•orungen wird untersucht.
1: Kontraktion eines Plasmas•aules unter Flusserhaltung:
An einer Stellez0 geht a ! a � �a . I bleibt konstant, B � wird etwas gr•osser an dieser Stelle
und der E�ekt verst•arkt sich (W•urstchen-Instabilit•at) .

Figure 36: Examples of mhd instabilities of a straight plasma column: sausage instability.

2. Kr•ummung einer Plasmas•aule. Innerhalb wirdB � etwas gr•osser und an der anderen
Seite wird B � etwas kleiner. Wieder wird der E�ekt verst•arkt. (Kink- oder Schlangen-
Instabilit•at, s. Abb. 37).
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Figure 37: Examples of mhd instabilities of a straight plasma column: kink instability.

3.1.2 Weitere Folgen
Nun kommen wir zur•uck zu den Grundgleichungen
Wir kombinieren zun•achst das Ohm'sche Gesetz mit dem Faraday'schen Gesetz

r � ~E = �
@~B
@t

~E + ~v � ~B = � ~j

dann gilt

�
@~B
@t

= r �
�

� ~j � ~v � ~B
�

= r �
�

� ~v � ~B +
�
� 0

r � ~B
�

(wiederum wurde der Verschiebungsstrom vernachl•assigt)
Nun gilt

r �
�
r � ~B

�
= r

�
r � ~B

�
� r 2 ~B = �r 2 ~B

Dann ist
@~B
@t

= r �
�
~v � ~B

�
+

�
� 0

r 2 ~B

Der 1. Term beschreibt Konvektion des Feldes mit dem Plasma
Der 2. Term beschreibt die Di�usion des Feldes durch das Plasma.
Wir nehmen zun•achst an, da�~v klein ist und � 6= 0; in diesem Fall erhalten wir eine
Di�usionsgleichung f•ur ~B:

@~B
@t

'
�
� 0

r 2 ~B

Die Feldlinien werden in das Plasma hinein di�undieren.
Wenn jede Komponente von~B diese Gleichung getrennt erf•ullt kann man eine L•osung mit
Hilfe eines SeperationsansatzesB(~r; t) = X (~r)�( t) �nden:

X _� =
�
� 0

� r 2X

_�
�

=
�
� 0

1
X

r 2X
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Da die linke Seite nur vont und die rechte Seite nurr abh•angt m•ussen sie jeweils getrennt
von einander Konstant sein.

_�
�

� (� )
1
�

und
1
X

r 2X = ( � )
� 0

��
= ( � )

1
L2

die Feldlinien dringen in das Plasma hinein mit der charakteristischen Zeit � � � 0L2=�
wobei L in etwa den Plasmadimensionen entspricht. Ein Zahlenbeispiel be�ndet sich in den
•Ubungen.

Wenn die Feldlinien in das Plasma hineindringen, werden Str•ome induziert. Dies wiederum
erzeugt Ohm'sche Heizung. Die Energie hierf•ur kommt aus der Energie der elektrischen und
magnetischen Felder.
Eine kleine Energiebilanz: die Leistung die das Plasma gegen die ~j � ~B-Kraft bringt ist

�
~j � ~B

�
� ~v = � ~j �

�
~v � ~B

�

= ~j � ~E � �j 2

= � �j 2 +
1
� 0

~E �
�

r � ~B
�

Nun gilt (Vektorindentit•at)

~E �
�

r � ~B
�

= �r �
�

~E � ~B
�

+ ~B �
�

r � ~E
�

und (Faraday)

~B �
�

r � ~E
�

= � ~B �
@~B
@t

= �
@
@t

�
B 2

2

�

So gilt

�
~j � ~B

�
� ~v = � �j 2 �

1
2� 0

@B2

@t
�

r �
�

~E � ~B
�

� 0

= � �j 2 �
@
@t

�
B 2

2� 0

�
� r � ~S

mit

~S =
1
� 0

~E � ~B = Poynting Vektor; B 2=(2� 0)=Energie Dichte und �j 2=Verlustleistung.

Wenn ~v ' 0 sch•atzen wir ab, wie lang es dauert, bis das Magnetfeld abnimmt:

B / B0e� t=�

jj j �
jB j
� 0L

; �j 2 �
�B 2

� 2
0L2

�
B 2

� 0L

Eine Andere Folge ist die "`Reconnection"' der Feldlinien in Grenzschichten.
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Figure 38: E�ect of magnetic reconnection at a current sheet (hatched region). The current ~j
points out of the plane of the diagram (circled dots). The arrowed solid lines show the
magnetic �eld lines, while the large arrows show the direction of plasma motion.

Annahme: � ! 1 , � ! 0 , au�er in einer d•unnen Stromschicht, der zwei Bereiche trennt, in
dem die Feldlinien entgegengesetzt sind, wie im Fig. 38.
Di�usion der Magnetfeldlinien in diese Schicht erlaubt Durchdringen. Wo die Linien tre�en,
formen sie sich um. Dann wirkt~j � ~B als Spannkraft und beschleunigt das Plasma weg.
Dies ist wichtig in der Grenzschicht zwischen Sonnenwind und Erdmagnetfeld
(Magnetopause). Dort ist es hauptverantwortlich f•ur das Nordlicht. Man glaubt dass dies
ein wichtiger Mechanismus f•ur die Energie Umwandlung im Sonnensystem ist (Heizung des
Koronas unter Anderem). Siehe die Literaturhinweise am Ende dieses Abschnitts.
Es passiert auch in Fusionsplasmen (s. Fig 39) und man glaubt, dass es hier bei
Instabilit•aten in Tokamakplasmen eine Rolle spielt, die allerdings noch nicht sehr gut
verstanden ist.
Eine Weitere Konsequenz des verallgemeinerten Ohm'schen Gesetzes

~E + ~v � ~B = � ~j

ist, dass wenn� ! 0 (unendlich gut leitendes Plasma) und auch~v ! 0 (Ruhesystem) ist

~E = 0. Dann ist
@~B
@t

= �r � ~E auch = 0. Wenn � ! 0 und ~v 6= 0 (sogar ordentlich gross),

dann ist das Magnetfeld im Plasma "`eingefroren"'. Der Strom, der das Magnetfeld aufrecht
h•alt, zirkuliert (fast) verlustfrei.
Anschaulich - wieso sind Magnetfeldlinien eingefroren ?
In einem Plasma werden elektrische Felder abgeschirmt. Vorallem, wenn die elektrische
Leitf•ahigkeit sehr gross wird, kann kein elektrisches Feld (im Bezugssystem des sich
bewegenden Plasmas) vorhanden sein. Aber dann kann das Plasma sich nicht relativ zum
Magnetfeld bewegen, da sonst ein elektrisches Feld induziert werden (Faraday). Die
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Figure 39: Formation of magnetic islands in a tokamak as a result of reconnection of the magnetic
�eld lines.

Magnetfeldlinien m•ussen sich mit dem Plasma bewegen und zwar so, dass die Str•ome die
Feldlinien nie •uberkreuzen.
Die ~j � ~B Kraft bewirkt, dass Plasma und Feldlinien sich zusammen bewegen.
In starken magnetischen Felder istrL sehr klein; die Bewegung ist fast nur Str•omung
entlang der Feldlinien.
Im Idealfall gilt :

@~B
@t

= �r � ~E = r �
�

~v � ~B � � ~j
�

' r �
�

~v � ~B
�

Auch im bewegten Plasma bleibt das Magnetfeld "`eingefroren"'. Teilchen, die zu irgend
einem Zeitpunkt durch eine Feldlinie gebunden sind, bleiben so. Wenn die Teilchen sich
bewegen, bewegen sich die die Feldlinien mit und k•onnen ziemlich verformt werden. Die
Magnetische Spannkraft (aus~j � ~B) versucht, diese Verformung zu verhindern, sie wirkt
gegen Plasmabewegungen, die eine Gradient oder Kr•ummung in ~B verursachen w•urden.

Es gibt zwei Betrachtungsweise :
1) Wenn die kinetische Energie des 
ie�enden Plasmas gr•osser ist als die Energiedichte des
Feldes (B 2=(2� 0)), werden die Feldlinien mit transportiert und verformt (gute N•aherung f•ur
den Sonnenwind bei Abst•anden> einige Sonnenradien).
2) Wenn die Energiedichte des Magnetfeldes gr•osser ist alsdie Energiedichte des str•omenden
Plasmas (�v 2=2) ist, dann werden die Teilchen mit den sich bewegenden Magnet
usslinien
gefangen (z.B. in der Magnetosph•are).
Diese Trennung ist nur dann sinnvoll, wenn ein Aspekt wirklich dominiert.

Nun betrachten wir genauer die zeitliche Entwicklung von~B f•ur Zeiten viel kleiner als die
Di�usionszeit � . Zur guten N•aherung gilt

@~B
@t

' r �
�

~v � ~B
�
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Um zu pr•azisieren was "`einfrieren der Feldlinien"' bedeutet betrachten wir den
Magnetischen Fluss durch eine Ober
•ache S (die sich bewegt) auf Fl•ache 1:

Figure 40: New surfaceS2 generated by 
uid motion from S1.

Figure 41: Closed surface formed byS1, S2, and S3.

� 1 =
R ~B (~x; t) � d~s1

auf Fl•ache 2: � 2 =
R ~B (~x + ~v� t; t + � t) � d~s2

d�
dt

= lim
� t ! 0

=
1

� t
(� 2 � � 1)

in einem Volumen, das durchS1, S2 und die Spuren des Randes von S eingeschlossen wird,
gilt

0 =
Z �

r � ~B
�

d3x =
Z

~B (~x + ~v� t; t ) � d~s2 �
Z

~B (~x; t) � d~s1 �
I

~B �
�

~v� t � d~l
�
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Gauss's theorem applies only to simultaneous values of~B! Der letzte Term ist der Fluss
durch die Seitenober
•ache. Umformen ergibt

0 =
Z "

~B(~x + ~v� t; t + � t) � � t
@~B
@t

#

� d~s2 �
Z

~B(~x; t) � d~s1 �
I

( ~B � ~v) � d~l� t

=
� @�

@t
�

Z
@~B
@t

� d~s
| {z }

•anderung wegen Zeitabh•angigkeit von B

�
I

( ~B � ~v) � d~l
| {z }

Fluss aus der bewegten Ober
•ache

�
� t

Nach dem Theorem von Stokes ist:
H�

~B � ~v
�

d~l =
R

r �
�

~B � ~v
�

d~s

Ergebnis :
d�
dt

=
R

"
@~B
@t

� r � (~v � ~B)

#

� d~s.

F•ur ein unendlich gut leitendes Plasma ist die RHS gleich Null. Der Fluss bleibt dann
Konstant, auch wenn das Plasma durch Bewegung seine Form •andert.

Eigentlich gilt
@~B
@t

� r �
�

~B � ~v
�

= �r �
�

� ~j
�

(Ohmsche' Verluste •andern den Fluss).

Plasmen haben oft sehr hohe Leitf•ahigkeit (Vergleichbar mit Kupfer bei Zimmertemperatur.
Dies gilt auch bei sehr kleinen Dichten (Vergleich:ne � 1025 � 1028=m3 in Festk•orpern, ca.
1020=m3 in Fusionsplasma, viel weniger im Weltraum). Dies ist so, weil eine hohe Dichte!
viele St•osse, was eine reduzierte Leitf•ahigkeit verursachen w•urde, aber es gibt auch viele
Ladungstr•ager; eine niedrige Dichte bedeutet weniger St•osse, aber auch wenige
Ladungstr•ager. Die E�ekte heben sich weg und die Leitf•ahigkeit ist fast unabh•angig von der
Dichte.

Magnetische Flussr•ohren (Magnetic Flux Tubes)
Wenn der magnetische Fluss durch eine Ober
•ache, die mit der Fl•ussigkeit konvektiert wird,
erhalten bleibt, ist es m•oglich, eine Gruppe Feldlinien zu�nden, die als Grenze eines
bestimmten Volumen betrachtet werden kann. Wir de�nieren eine geschlossene Kurve, die
eine kleine (aber nicht in�nitesimale) Ober
•ache begrenzt, und durch die der magnetische
Fluss nicht verschwindet. Nun folgt man jeder Feldlinie innerhalb diese Kurve, eine
beliebige Abstand weg von der urspr•unglichen Kurve und de�niere eine weiter Kurve, die
duch die selben Feldlinien durchgezogen wird. Dies de�niert ein "`magnetisches Flussrohr"'.
Der magnetische Fluss durch die Seiten des Rohrs verschwindet und da der Fluss erhalten
ist, bleibt er Null.
Wenn das Flussrohr durch Plasmabewegung deformiert wird, bleibt die Identit•at des
Flussrohrs erhalten, auch wenn das Flussrohr ziemlich verbogen, oder mit anderen
Flussr•ohren verheddert wird. Die Topologie der Feldlinien kann sich nur dann •andern, wenn
Rekonnection statt�ndet.

Magnetische Reynoldszahl:
Wann werden die Feldlinien wirklich "`eingefroren"' und wann ist Di�usion wichtig? Hierf•ur
de�niert man eine "`magnetische Reynoldszahl"'

Rm =
� 0vL

�
=

v�
L
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a) Wenn � klein und/oder v gross ist (Sonnenwind, Geomagnetismus) dann istRm � 1.
Die Feldlinien werden eingefroren und Di�usion ist unwichtig

b) Wenn � gross oderv klein ist, ist Rm � 1. Di�usion dominiert (Metall).

Wenn Rm � 1 ist die Geschwindigkeit der Flusslinien senkrecht zu~B ungef•ahr (~E � ~B)=B2

(die Feldlinien bewegen sich mit dem Plasma).
Dies folgt ebenfalls aus:

�
d~v
dt

= ~F + ~j � ~B = ~F +

�
~E + ~v � ~B

�
� ~B

�

= ~F +
B 2

�
(~vE � ~v? )

mit ~F = �~g � r p.
Wenn B 2=� sehr gross ist, dann ist~v? ' ~vE . Nur die Bewegung parallel zum Magnetfeld
wird durch nicht E-M Kr•afte bestimmt.

3.1.3 Der Sonnenwind
Auf der (sichtbaren) Sonnenober
•ache ist die Gastemperatur ca. 6000 K (Schwarzer
Strahler). Aber in der Corona erh•oht sich die Temperatur auf Werte um die 106 K
(' 100 eV), aus Gr•unden die man nicht so richtig versteht. Das Plasma besteht aus v•ollig
ionisiertem Wassersto� (plus etwas Helium). Einige Teilchen k•onnen die
Fluchtgeschwindigkeit erreichen und die Corona dehnt sichaus mit geschwindigkeiten von
einigen 100 km/s (400-500 km/s, aber einige mit noch mehr). Dies ist der Sonnenwind. Da
der Abstand Erde-Sonne 150�106 km betr•agt, brauchen die Teilchen des Sonnenwindes 4
Tage, um die Erde zu erreichen.

Figure 42: Sketch showing the theoretically expected interaction between the solar wind plasma
and the local interstellar medium, looking down on the equatorial plane of the sun.
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Die Teilchendichte istnp � ne � 107 m� 3.
Der Sonnenwind ist ein sehr gut leitendes Plasma und er transportiert die Magnetfeldlinien
der Sonne hinaus in die Heliosph•are. Dies ist die Ursache f•ur das Interplanetare Magnetfeld
(IMF).
Jedes Plasmaelement des Sonnenwind verl•asst die Sonnencorona radial nach aussen. Die
\F•usse" der Feldlinien bleiben auf der sich drehenden Sonne. Die Feldlinien werden, solange
keine weitere Komplikationen entstehen, in Spiralen gewickelt. (Parker Spirals).
Dies wurde schon 1963-1964 durch Sateliten messungen best•atigt. In der N•ahe der Erdbahn
(um die Sonne) ist die Richtung des IMF in der Bahnebene etwa 45� relativ zur Linie,
Erde-Sonne. Das Erdfeld nahe des•Aquators betr•agt ca 30�T ; das IMF ist etwa 5nT
(5 � 10� 3�T ). Aber der Teilchen
uss aus der Sonne ist alles andere als stetig und
gleichm•assig. Dies gilt dann f•ur den Sonnenwind und f•ur das IMF.
Manchmal kommt es vor, dass schnelles Plasma im Sonnenwind langsameres •uberholt. Dies
f•uhrt zur Kompression (und Ausd•unnung) der Teilchendichte und des Magnetfeldes. Eine
Instabilit•at im Sonnenkorona kann einen gr•osseren Masseausstoss verursachen, was
wiederum eine Schockwelle im Sonnenwind ausl•ost. Das Bilddes Parkerspirals gibt einen
brauchbaren Mittelwert, ist schon komplex. Hinzu kommen schlecht verstandene
Fluktuationen in Raum und Zeit.

3.1.4 Magnetische Rekonnection in der Magnetosph•are
Eine Konsequenz der Wechselwirkung zwischen dem Sonnenwind und dem Erdmagnetfeld
ist die Magnetosph•are. Bei hohen Breitengraden wird das Erdmagnetfeld mit dem IMF
verbunden, was quasi-o�ene Feldlinien ergibt (die geschlossene Feldlinien werden an beiden
Enden mit der Erde verbunden). Hier geht es um die Grenze (an der Magnetopause)
zwischen dem IMF und dem Erdmagnetfeld an der Tagesseite. Diese Feldlinien werden im
Sonnenwind an einem Ende "`eingefroren"', 
iessen damit von der Tagesseite zur Nachtseite.
Dabei werden die Feldlinien in einen langen Schweif ausgestreckt. Es entstehen zwei B•undel
entgegengesetzter Feldlinien, mit einem Ende an einem der zwei Polen und einem Ende in
den Sonnenwind. Ausserdem gibt es Rekonnektion zwischen den Flusslinien in der
Mittelebene des Schweifes (Magnetotail). Siehe Fig. 43. Die Rekonnektion im Magnetotail
wurde im Jahr 1999 zum ersten Mal mit dem WIND Raumsonde beobachtet (Die
Auswertung der Daten erfolgte etwas sp•ater). Dies war mehroder weniger ein Zufall, da die
genaue Zeit und Ort nicht vorhersehbar sind. Die Daten k•onnen eine Idee geben, wie der
notwendige elektrische Widerstand zustande kommt. Auf Grund irgendeiner Fluktuation
druckt der Sonnenwind zwei Feldlinien etwas zusammen (s. Fig. 44). Wenn der Abstand
zwischen zwei davon etwa den Ionenzyklotronradius (rL;i ' 700 km) erreicht, k•onnen die
F•uhrungszentren der Ionen sich nicht mehr nur entlang den Feldlinien bewegen. Die
Elektronen hingegen str•omen wieter nach Innen (rL;e ' 20 km). Hier in diesem d•unnen
Bereich �ndet die Rekonnektion statt. Im ganzen Bereich istdie Bewegung der Ionen und
der Elektronen unterschiedlich. Dies verursacht elektrische Str•ome und elektrische und
magnetische Felder, analog dem Hall-E�ekt. Diese Felder sind senkrecht auf den
Magnetotail. Die Raumsonde WIND hat diese Str•ome und das entsprechende Magnetfeld
beobachtet.

Literatur:
S.W.H. CowleyThe plasma environment Progress of the Earth, Contemporary Physics, vol.
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Figure 43: Magnetic Reconnection can occur in two magnetospheric regions indicated here in gray:
at the magnetopause and in the magnetotail.

Figure 44: The WIND spacecraft 
ew through a reconnection event in Apri l, 1999. Its trajectory
took it through the Hall-like system of magnetic �elds and electric currents established
by in
owing electrons during reconnection.

32, pp. 235-250 (1991)

Spacecraft Probes the Site of Magnetic Reconnection in the Earth's Magnetotail , Physics
Today, October, 2001, pp. 16-17

P.M. Bellan Simulating Solar Prominences in the Laboratory, American Scientist, vol. 88,
pp. 136-143 (2000)
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•Ubungen

1. Berechnen Sie den magnetischen Druck, der einem Magnetfeld von 1 T entspricht.
(magnetischer Druck = B 2=2� 0)

2. Der Sonnenwind besteht aus einem di�usen Plasma, das ausw•arts von der Sonne
str•omt. Seine Dichte und Geschwindingkeit sind nicht konstant. Als Mittlewerte gelten
ungef•ahr nsw = 4 � 106 Protonen pro m� 3 und vsw = 4 � 105 m/s. Das Magnetfeld der Erde
kann den Sonnenwind ablenken. Der Rand zwischen dem interplanetaren Plasma und der
Magnetosph•are heisst Magnetopause. Wenn R der Abstand zurMitte der Erde (in
Einheiten des Erdradius) ist, gilt B ' 3 � 10� 5=R3 T. Sch•atzen Sie den Abstand zur
Magnetopause in Sonnenrichtung ab.

3. Zeigen Sie, dass die zwei Divergenzgleichungen bei den Maxwellgleichungen (plus
Kontinuit•atsgleichung) das System •uberbestimmen. Die Gleichungen lauten:

r � ~B = 0

r � ~E = �=� 0

r � ~B = � 0(~j + � 0
@~E
@t

)

r � ~E = �
@~B
@t

@�
@t

= �r � ~j

4. Ein zylindersymmetrisches Plasma tr•agt einen zeitlichkonstanten Strom, dessen
Stromdichte alsJz(r ) beschrieben l•asst (alle andere Komponenten seien gleichNull). r ist
der Abstand zur z-Achse.
a) Berechnen Sie das Magnetfeld als Funktion von r.
b) Schreiben Sie einen Ausdruck f•urJz(r ) als Funktion vom Magnetfeld und seine
Ableitungen.
c) Zeigen Sie, dass die~J � ~B Kraft radial nach Innen zeigt, mit dem Betrag

1
2� 0r 2

d[r 2B 2(r )]
dr

Vergleichen Sie dies mit dem Gradient des magnetischen Drucks. d) Das Plasma sei in
Gleichgewicht und der Druck verschwinde am Plasmarand r=a.Berechnen Sie den Druck
p(r).
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5. Ein zylindersymmetrisches Plasma tr•agt einen zeitlichkonstanten Strom, dessen
Stromdichte alsJz(r ) beschrieben l•asst. Zus•atzlich wird ein starkes Magnetfeld in die
z-Richtung durch Spulen erzeugt. (s. Bild). Der Druck soll klein verglichen mit dem
magnetische Druck sein, und f•allt zum Plasmarand (r=a) aufNull ab.

Wie lautet die Gleichgewichtsbedingung in diesem Fall? Zeigen Sie, dass

p(r ) � p0 = �
1

2� 0
[B 2

z (r ) + B 2
� (r ) � B 2

z0 � 2
Z

B 2
� (r 0)
r 0

dr0]

Unter welchen Bedingungen ist das Plasma diamagnetisch (Bz(a) > B z0)?
Geben Sie einen expliziten Ausdruck f•ur eine homogenen Stromverteilung.

6. Sch•atzen Sie die Di�usionszeit

� =
� 0

�
L2

f•ur den Eisenkern der Erde ab, mitL � 1000km und � � 10� 7
 cm.

7. Eine zylindersymmetrische Plasmas•aule in einem gleichf•ormigen Magnetfeld hat die
Dichte

n(r ) = n0 exp(� r 2=r2
0):

Es gilt auch
n(r ) = n0 exp(e� =kTe):

Mit ~E = � grad(�), zeigen Sie, dass~vE und ~vD gleich und entgegengesetzt sind.

Zeigen Sie, dass das Plasma wie ein starrer K•orper rotiert.

Berechnen Sie die diamagnetischen Stomdichte~j D als Funktion des Radius. Berechnen Sie
auch den Zahlenwert f•ur B = 0.4 T, n0 = 1016 m� 3, kT = 0.25 eV, r = r0 = 0:01 m:

Um wieviel wird das Magnetfeld B auf der Achse durch den diamagnetischen Strom
reduziert? Hierf•ur ist die Anwendung des Durch
utungsgesetz auf einen geeigneten Weg
n•utzlich.

8. Sch•atzen Sie die magnetischen Reynoldszahlen ab f•ur
a) ein Fusionsplasma mit kT=10 keV, B=5 T, L=1 m und n=1020 m� 3

b) den Sonnenkorona mit kT=100 eV, B=10� 9 T, L=10 8 m und n=1013 m� 3

In beiden F•allen k•onnen Sie annehmen, dass der Widerstandmit ca. 2 � 10� 8 
 m etwa so
gross ist wie der von Kupfer. F•ur die Str•omungsgeschwindigkeit (der Protonen) nehmen Sie
die thermische Geschwindigkeitv �

p
2kT=m.
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9. Als sehr vereinfachtes Modell des transversalen Strom
usses und Feldumkehr
betrachtet man eine Scheibe mit

~B = ( Bx (z); By0; Bz0)

Druck und Dichte sollen nur von z abh•angen. Zeigen Sie, dassdann

d
dz

�
B 2

2� 0
+ p

�
= 0

mit Randbedingungen
p ! 0; Bx ! Bx0

f•ur jzj ! 1 , und aus
r � ~B = � 0~j

j y =
1
� 0

dBx

dz
; j x = j z = 0

Zeigen Sie, dass eine L•osung , die diese Randbedingungen erf•ullt und ein Feldumkehr in der
Ebene z=0 hat, durch

Bx (z) = Bx0 tanh(z=h)

p(z) =
B 2

x0

2� 0
sech2(z=h)

j y(z) =
Bx0

� 0h
sech2(z=h)

gegeben ist. Die Gr•ossenBx0; By0; Bz0 und h h•angen von der Dichte, Temperatur, usw. ab.
Zeigen Sie auch, dass

B 2
x (z) + 2 � 0p(z) = B 2

x0
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10. In der Zwei
•ussigkeitstheorie gilt f•ur jede Teilchensorte k (k=e,i) die
Kontuit•atsgleichung

@nk
@t

= � r � (nk ~uk)

und die Bewegungsgleichung

mknk
d ~uk

dt
= nkqk [ ~E + ~uk � ~B ] � r pk + ~Rkj

Es gilt weiter:
� el = ni qi + neqe � 0

~j = ni qi ~ui + neqe ~ue = ene( ~ui � ~ue)

~Rei = � ~Rie = �en e~j

� M = ni M i + neme

� M ~v = ni M i ~ui + neme ~ue

Zeigen Sie, dass die elektrische Ladungs- und Stromdichtendie Kontinuit•atsgleichung
erf•ullen und dass

~ue � ~v �
~j

ene

~v � ~ui �
me

M i

~j
ene

@�M
@t

= �r � (� M ~v)

Hier sollen Sie Terme inme=Mi , die eindeutig klein sind, weglassen. Unter der
Voraussetzung, dass der Gesamtdruck p die Summe der partiellen Drucken pi und pe ist,
und dass die konvektiven Termen richtig kombinieren, zeigen Sie, dass die Summe der
Gleichungen f•ur Elektronen und Ionen zu

� M
d~v
dt

= ~j � ~B � r p

f•uhrt. Wenn Sie die Tr•agheit der Elektronen vernachl•assigen, erhalten Sie aus der
Bewegungsgleichung f•ur die Elektronen

~E + ~ue � ~B = � ~j �
r pe

ene

Setzen Sie den obigen Ausdruck f•ur~ue ein, um das Ohm'sche Gesetz zu erhalten.
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4 Kernfusion

4.1 Einf•uhrung
Seit •uber drei Jahrzehnten werden Forschungsarbeiten zurkontrollierten Kernfusion mit
dem Ziel durchgef•uhrt, Energie durch die Verschmelzung leichter Atomkerne frei zusetzen.
Die Vorteile, falls dies gelingen sollte, sind o�ensichtlich, unbegrenzte, billiger Brennsto�
und verh•altnism•assig sauber. Ob es irgendwann zum wirschaftlichen Nutzen kommt, bleibt
trotzdem o�en. Dabei konzentrieren sich die Arbeiten auf

� Tr•agheitseischluss

� Magnetischen Eischluss

� Myon-Katalysierte Kernfusion

� Reagenzglas (nicht mehr!)

Bevor ich zu den plasmaphysikalischen Aspekten komme, mu� man einige Grundbegri�e aus
der Kernphysik kurz erl•autern:

Figure 45: Die Bindungsenergie pro Nukleon der Atomkerne in Abh•angigkeit von der Massenzahl

Bemerkenswert in Abb. 45 ist die Spitze bei A=4:4He ist stark gebunden
Die Kurve steigt bis A� 50-60: in dem Bereich kann man Energie aus der
Kernverschmelzung gewinnen.
Besonders n•utzliche Reaktionen f•ur die Kernfusion auf der Erde (in der Sonne verl•auft sie
anders) sind:

2D + 3T ! 4He (3; 5MeV) + n (14; 1MeV)

2D + 2D !

(
3He (0; 8MeV) + n (2; 4MeV)
3T (1; 0MeV) + p(3; 0MeV)

Auch m•oglich ist
2D + 3He ! 4He (3; 6MeV) + p(14; 7MeV)
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Wie wir im kurzem sehen werden, hat die D-T Reaktion die niedrigste "`Ignition
Temperature"' (Z•undtemperatur). 2D ist leicht zu bekommen.3T muss gebr•utet werden.
Endprodukt: � -Teilchen bleiben im Plasma und heizen es (ein� -Teilchen ist ein 4He
Ion). Die 14-MeV Neutronen verursachen technische Probleme: sie aktivieren alles und
verursachen Strahlungssch•aden. Zum bruten von3T werden die Reaktionen
n + 6 Li ! 3 T + 4 He und n + 7 Li ! 3 T + 4 He + n genutzt.
Damit zwei Teilchen fusionieren k•onnen, muss die absto�ende Coulombkraft •uberwunden
werden (Durchdringund der Coulomb-Barriere). Die Tunnelwahrscheinlichkeit als Funktion
der relativen kinetischen Energie W ist

� (W) =
const

W
exp

"

�

p
8mZ1Z2e2

h
p

W

#

=
S
W

exp
�
�

G
p

W

�

m= reduzierte Masse der Teilchen
(S+G k•onnen empirisch ge�ttet werden aberG / Z1Z2

p
m)

F•ur eine Maxwellische Geschwindigkeitsverteilung gilt

dn
dW

= const

r
W
T3

e� W=kB T

(kB T)=Temperatur in Energieeinheiten.

Figure 46: E�ect of Maxwellian energy distribution on nuclear reactio n rate

Abb. 47 zeigt die Wirkungsquerschnitte� (W) f•ur die wichtigste (D-T, D-D (total) und
D-3He) Reaktionen.
Die Reaktionsrate ist

R = n1n2 h�v i
(�v mu� •uber die Geschwindigkeitverteilung gemittelt werden)
Die Freigesetzte Leistung ist� R � Q, wobei Q=Energie/Reaktion.
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Figure 47: Cross sections for D-T, D-D (total), and D-He3 reactions.

Damit �ndet man

PDD = 5; 6 � 10� 13n2
D h�v i

W
m3

PDT = 2; 8 � 10� 12nD nT h�v i
W
m3

mit h�v i aus den Kurven von 48. (17,6 MeV=2; 8 � 10� 12J )
Die Leistungsdichte, die im Plasma bleibt, ist der Ionenanteil. F•ur D-T ! � + n + 17; 6 MeV
ist dies ca.20% vom ganzen.
Die Fusions-Brennsto�e und Reaktionsprodukte sind keine langlebige radioaktive Isotope.
Die 14 MeV Neutronen bereiten trotzdem technische Probleme. Die Leistungsdichte an den
W•anden darf nicht zu gro� sein, damit die thermomechanische Belastung nicht zu gro� wird.
Typische Werte, die man f•ur einen Fusionsreaktor erwartet, sind
1-10 MW/m 2 = 1-10 kW/cm 2 (am Plasmarand).

Ein wichtiger Parameter bei magnetischem Einschlu� ist� =
hpi

(B 2
0=2� 0)

, das Verh•altnis

mittlere Druck zum •ausseren Magnetfeld-Druck. Um Instabilit•aten zu vermeiden, darf �
nicht zu gross werden (� . 5-10% typisch). (Mehr sp•ater)
Der Druck p ist =

P
n� kB T� f•ur alle Teilchensorten.

p ' kB (ni Ti + neTe)
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Figure 48: Values of h�v i based on a Maxwellian distribution for D-T, D-D (total), and D-He3

reactions.

Bei magnetischem Einschlu� f•uhrt dies zu

ne ' nD + nT . 1021m� 3

Bei einer Temperatur von 10 keV ist der Druck dann ca. 30 atm (30 � 105N=m2) und
PDT ' 56MW=m3 und Energiedichte' 3p=2 ' 4; 5MJ=m3 (1kW h ' 3; 6MJ ).
Bei einem Plasmavolumen von 1000m3 ist die eingeschlossene Energie' 4; 5 � 109J .
Die Plasmamasse� 2; 5 � 1; 67� 10� 27 kg � 1021 m� 3 � 103 m ' 4; 2g.
Die Energie, die man braucht, um 200 Liter Wasser zu verdampfen, ist 4; 5 � 108 Joule.
4; 5 � 109J verdampfen 2000 Liter Wasser. Eine Explosion ist nicht sehr wahrscheinlich.
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Kriterion f•ur die Z•undung: Zur Vereinfachung, nehmen wiran, dass Dichte und Temperatur
homogen sind. Die Verluste wegen Di�usion, W•armeleitung usw. sind dann klein (sie sind/
Gradienten der Dichte oder Temperatur).
Dann verliert das Plasma Energie vorwiegend durch Bremsstrahlung (bei
Elektronen-Ionen-St•o�en) und in einem nicht voll ionisierten Plasma auch durch atomaren
•Uberg•ange.
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Man kann zeigen, dass

PBrems '
16
3

� 3~2

me

�
2�k B Te

3me

� 1=2

ne

X
ni Z 2

i gF F

gF F ist der Gaunt Faktor � 1. Mit Dichten in m� 3 und kB Te in eV �ndet man

PBrems ' 1:6 � 10� 38ne(kB Te)1=2
X

ni Z 2
i

W
m3

Im idealen Fall werden die Bremsstrahlung-Verluste geradeKompensiert.
Abb. 49 zeigt die Leistungsdichte,PBrems und den Druck als Funktion der Temperatur f•ur
ne = ni ' 1021m� 3. Die Bremsstrahlung wird durch Fusionsleistung kompensiert, f•ur D-T

Figure 49: Characteristics of thermonuclear reaction and the ideal ignition temperature

bei einer Temperatur von 4,4 keV und f•ur D-D bei 48 keV (Z•undtemperatur). Um sonstigen
Verlusten auszugelichen, werden die Z•undtemperaturen noch h•oher. Man kann davon
ausgehen, dass Temperaturen zwischen 10 keV und 30keV ben•otigt werden (in der Sonne
"`brennt"' das Plasma schon bei 1,3 keV =̂15 Mio K.
Lawson Kriterium f•ur Plasma Einschlu�:
Welche Kriterien befriedigt werden m•ussen, damit eine "`interessante"' Leistung raus
kommt, h•angt davon ab, wie "`interessant"' de�niert wird.
Energie Fluss (s. Fig. 50):

ET herm = EF luss = ENeutron + E �
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Figure 50: Energy 
ow diagram for a thermonuclear plasma

EHeiz + E � = Energie EIN

ELoss + ENeutron = Energie AUS

Z•undung ! Ealpha = ELoss

Die Energie Verst•arkung istQ = EF us=EHeiz .
Breakeven: Q=1; F•ur einen Reaktor istQ � 1 erforderlich.
Wir betrachten die Zeitliche Ver•anderung der Plasma Energiedichte Wpl

Wpl =
3
2

X
nj (kB Tj )

'
3
2

(ne + nD + nT )(kB T)

und parameterisieren die Verluste durch Di�usion, W•armeleitung usw. als� Wpl=�E . Dann
gilt:

dWpl

dt
= PF us � PBrems + PHeiz �

Wpl

� E

� E hei�t Energie-Einschlu�zeit.
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PF us soll eigentlich durchP� ersetzt werden

PF us = n1n2h�v i (17; 6MeV)

P� = PF us (3; 5=17; 6) ' 0:2PF us

Energie wird extrahiert, falls dWpl=dt > 0
Eine sehr grobe Absch•atzung erh•alt man indem man sonstigeVerluste nicht ber•ucksichtigt.
Dann kann man sagen, dass zumindest gelten:

PF us > P Brems +
WP lasma

� E

um einen Reaktor betreiben zu k•onnen. Eigentlich m•usste man PF us durch P� ersetzen.

nD nT h�v i EF us| {z }
E �

> P Brems +
3
2

kB T
(ne + nD + nT )

� E

nun ist ne = nD + nT und f•ur nD = nT gilt

n2
D h�v i E � � PBrems >

3
2

kB T
(4nD )

� E

mit PBrems ' 1; 6 � 10� 38ne(2nD )T1=2Z 2
ef f (Q > 1). Umformen ergibt

nD � E &
6kB T

h�v i E � � 4c1Z 2
ef f

p
kB T

mit c1 ' 5; 4 � 10� 37 W m3=keV1=2 und Z 2
ef f =

P nZ Z 2

n
. Auch ist E � ' 3; 5 MeV und

nD ' n=2.
Diese ist eine etwas komplizierte Funktion von T, die ein Minimum n� E ' 3 � 1019m� 3s bei
T ' 28 keV hat.
Ber•ucksichtigt man die Tatsache, dass im interessanten Bereich 10keV < kB Ti < 30keV,
h�v i / T2

i sieht man, dass Q dominierend vom "`Tripelprodukt"'nD � E (kB Ti ) abh•angt.

nD � E (kB T) =
12(kB T)2

h�v i E � � 4c1Z 2
ef f

p
kB T

Dies hat ein 
aches Minimum bei einem Ionentemperatur von ca. 10 keV
(Wert 35 � 1020 kev s/m3). F•ur ein Reaktor soll dies um mindestens einen Faktor 2-3 gr•osser
sein.
Dies liefert zumindest eine Absch•atzung f•ur die minimaleDichte, Einschlusszeiten usw.

nD � E (kB Ti ) & (7 � 9) � 1021 keV s
m3

Wie kann man die Bedingungen f•ur die Kernfusion erreichen?
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a) Sonne (Einschlu� •uber die Gravitationskraft. Eine Sonnenmasse wird ben•otigt.) Hier
sind � E � 1010 Jahre, undkB T ' 1,3 keV (15� 106 K). Die relevante Reaktionen sind:

p + p ! d + e+ + � e

p + d ! He3 + 


He3 + He3 ! He4 + p + p

He3 + He4 ! Be7 + 
 etc.

Hier wird nicht mehr dazu gesagt.
b) Heisses Plasma im Labor
Wie werden die Z•undbedingung erreicht mitPF us > P in ?
Hierf•ur braucht man n� � 5 � 1020 m� 3s, kB T � 15� 20 keV.
Wie schliesst man ein Plasma mitT � 15 keV (16� 106 K) im Labor ein?
Es gibt zwei M•oglichkeiten: entweder mit dem Magneteinschluss oder mit dem
Tr•agheitseinschluss.

1. Magnetische Fusion
Typische Werte f•ur den magnetischen Einschlu� sind:

nD � nT �
ne

2
' 1020m� 3

Ti ' Te ' 15� 20keV, � & einige Sekunden (bis Dauerstrich)

Es gibt

� Maschinen mit geschlossenen Feldlinien z.B. Tokamak, Stellarator
� Maschinen mit o�enen Enden z.B. Spiegel

2. Tr•agheitsfusion
Typische Werte f•ur den Tr•agheitseinlu� sind:

r
vth

>
1

n2 h�v i
) �r & 3

g
cm2

n � 4 � 1031m� 3, � � 10� 10s

(Ein Pellet wird mit einem Laser oder einem Ionenstrahl komprimiert, danach wird ein
kleiner "`hei�er Fleck"' angez•undet. Dies f•uhrt dazu, das der Rest verbrennt.

� Laser getriebene Maschinen F•ur den Laser braucht man:

! > ! P =

s
e2ne

� 0me
) UV am besten

� Leichtionen getriebene Maschine
� Schwerionen getriebene Maschine

66



F•ur beide Einschlussarten ist der Energei
uss gegeben durch:

EF us = E0|{z}
neutral

+ E+|{z}
geladen(� )

E0 ! Blanket (Tritium; Thermische Energie Konversion)
E+ ! Plasmaheizung; Strahlung! Wand
Die � - Teilchen bleiben im Plasma und heizen es auf, aber verursachen auch
Verunreinigungen, die weggepumpt werden m•ussen.
Z•undung (Q > 1) reicht nicht aus f•ur die Energieproduktion.
Dieser Zustand muss auch •uber l•angeren Zeitr•aumen aufrechterhalten bleiben.
Damit sind verbunden:
Entfernen von Helium "`Asche"' und die Wechselwirkung zwischen Randplasma und
Gef•assw•anden. Die Forschung konzentriert sich zunehmend auf diesem Aspekt.
Aber wir d•urfen nicht vergessen:
Kein eingeschlossenes Plasma ist wirklich im thermodynamischem Gleichgewicht.
Instabilit•aten, verursacht durch den Druckgradienten und/oder durch Plasmastr•ome, sind
ein gro�es Problem.
Vorteile der Kernfusion

� Fast unersch•op
iche Quelle von billigem Brennsto�.
Das Deuterium in einem Schwimmbecken der Gr•osse 30� 30� 2m k•onnte Strom f•ur
Karlsruhe f•ur ein Jahr produzieren.

� Ein unkontrollierter Leistungsanstieg (Explosion) ist nicht m•oglich, weil die Reaktion
kontinuierliche Nachf•ullung des Brennsto�s braucht und im St•orfall bricht die
Fusionsreaktion ab.

� Keine chemischen Abf•alle entstehen

� Die Radioaktiven Abf•alle sind viel kurzlebiger und daher weniger gef•ahrlicher als bei
der Kernspaltung.

Nachteile der Kernfusion
� Es gibt radioaktive Abf•alle (Aktivierung des Strukturmat erials)

� die Anlagen sind sehr gro� und kompliziert (teuer)
Der Plasma Einschlu� und Heizung ist nur ein Teil der Problematik. Dazu muss man sich
auch mit der Thermischen-, Mechanischen- und Strahlungsbelastung auf Brutmantel und
ersten Wand auseinander setzen. Auch mit den Sicherheitsaspekten muss man sich
besch•aftigen, die f•ur den Tritium Kreislauf (ca. 2-3 kg Tritium in Reaktor) notwendig sind.
Radioaktive Abf•alle (Neutronen aktivieren Strukturmaterial) sind auch einer der zu
beachtende Sicherheitsaspekte. Diese sind viel weniger als bei Spaltreaktoren, trotzdem
muss die Sicherheit eingehalten werden.
Und zum Schluss stellt sich noch die Frage: Kann man die Kernfusion wirtschaftlich
gestalten?
Konzentriert man sich als erstes auf den Aspekt Plasma Einschlu� und Heizung. Man hat in
den letzten Jahren grosse Fortschritte gemacht und ist naheQ=1 (s. Abb. 51).
Wie schliesst man ein Plasma mitT � 15keV (16 � 106 K ) im Labor ein?
Wie vorher erw•aht, gibt es zwei M•oglichkeiten: entweder mit dem Magneteinschluss oder mit
dem Tr•agheitseinschluss. Hier wird nur noch der Einschluss mit Magnetfeldern behandelt.

67



Figure 51: Triple fusion produkt as a function of ion temperature T for a mumber of tokamaks.

4.2 Grundlagen des Magneteinschlusses
Wieso ist der magnetische Einschlu� gut? Wie auch erw•ahnt,machen geladene Teilchen
Spiralbahnen um die Magnetfeldlinien. Somit kann das Plasma von der Umgebung bei
geeigneter Anordnung der Feldlinien ausreichend isoliertwerden.
Typische Werte f•ur den magnetischen Einschlu� sind:

nD ' nT '
ne

2
' 1020m� 3

man m•ochte: Ti ' Te ' 20keV, � & einige Sekunden (bis Dauerstrich)

Transport (von Teilchen und W•arme) ist noch ein Problem (vor allem weil es turbulent ist).
Um ein brennendes Fusionsplasma aufrecht zuerhalten muss man noch besser verstehen und
steuern k•onnen: wie Di�usion von Teilchen W•arme transport, Turbulenzen und
Instabilit•aten.
Verunreinigungen beeintr•achtigen die Energiebilanz auf2 Weisen:

1. Brennsto� wird verd•unnt
ne = nD + nT + 2nHe +

P
Z> 2 ZnZ (nD 6= nT 6= ne=2)

Die Grenzen, innerhalb deren die Z•undung eines D-T Plasmasm•oglich ist, sind sehr
eng gezogen. Selbst die� -Teilchendichte darf nicht h•oher als etwa 10% der
Wassersto�onendichte werden.
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2. PBrems wird stark erh•oht, da Z 2
ef f erh•oht wird.

Man unterscheidet beim magnetischen Einschluss zwischen:

� Maschinen mit geschlossenen Feldlinien (Torus, z.B. Tokamak, Stellarator)

� Maschinen mit o�enen Enden (z.B. Spiegel)

Zuerst eine Erinnerung an dem Torus und warum ein einfacher Torus nicht geht.
Abb. 52 zeigt die Geometrie und de�niert die Koordinaten. Wenn das Magnetfeld durch

Figure 52: Geometrie in einem Torus

poloidalen Spulen (in die� -Richtung) erzeugt wird, gilt

~B = ( B r ; B � ; Bz) = (0 ;
R0B � (R0)

R
; 0)

r
�
�
� ~B

�
�
� = � R̂B � (R0)

R0

R2

Die Driftgeschwindigkeit (rL = v? m=jqj B) ist dann

~vD = �
v? rL

2

~B � r
�
�
� ~B

�
�
�

B 2
| {z }
ẑB� (R0)R0

B(R)R2

+
mv2

k

qB2

~R � ~B
R2

| {z }
ẑB� (R0)R0

R2

=
m

qB� (R0)R0
(v2

k +
v2

?

2
)ẑ

Entgegengesetzt f•ur Elektronen und Ionen (s. Abb. 53).
Ionen driften nach Oben und Elektronen driften nach Unten. Daraus folgt eine
Ladungstrennung, was ein elektrisches Feld verursacht, und daraus ein
~E � ~B � Drift. Dies ist radial nach Aussen, mit jvD j �

kB T
eBR

.

Das Plasma geht schnell verloren.
Ein Zahlenbeispiel mitR = 1m; B = 4T; kT = 100eV ergibt vD � 25m=s.

69



Figure 53: Teilchenbewegung in einem Torus

Figure 54: In a torus with rotational transform, a line of force A-A' cha nges its azimuthal angle�
around the minor axis as it winds around the major axis.

Eine andere Interpretation: Ein zus•atzlicher Druck schiebt das Plasma gegen die •ausseren
Wand. B 2=(2� 0) = magnetischer Druck. r [B 2=(2� 0)] / r j B j) ist •aquivalent zu einer nach
aussen gerichteten Druck-Gradient Kraft, die nicht in einem einfachen Torus kompensiert
wird. Eine kompliziertere Magnetfeld wird ben•otigt. Man mu� die Feldlinien so verformen,
da� die oberen und untern H•alften des Torus verbunden sind.Die Feldlinien werden
verschraubt, wie in Abb. 54.
Es gibt 2 M•oglichkeiten, ein Plasma in einem Torus einzuschlie�en:

� Tokamak (Abb. 55)

� Stellarator (Abb. 56)

Tokamak
Beim Tokamak sind es zwei sich •uberlagernde Magnetfelder,die das Plasma einschliessen:
Toroidales Feld (QuelleJ� ), das durch •aussere Spulen erzeugt wird.
Poloidales Feld (QuelleJ� ), dessen Feldlinien sich Kreisf•ormig um einem im Plasma
erzeugten Strom schliessen. Meistens wird der Plasmastrominduziert durch einen
Transformatorspule auf der Achse des Torus.
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Figure 55: Schemaskizze eines Tokamaks zeigt die Transformatoren-, Toroidal-, und Vertikalfeld-
spulen sowie den Plasmastrom, die zusammen das Magnetfeldsystem eines Tokamaks
erzeugen.

In dem gesamten System laufen die Feldlinien und die an sie gebundenen Teilchen
schraubenf•ormig um die "Seele" des Torus (die zentrale Magnetfeldlinie). Die Teilchen
erfahren immer noch einen Drift z.B. nach unten. Solange sich die Feldlinien in der oberen
H•alfte des Torus be�nden, bedeutet dies einen Drift nach unten, sowie auch einen Drift auf
das Zentrum zu; f•ur Feldlinien in der unteren H•alfte geht der Drift von der Seele weg. Nach
einem Umlauf hat sich der Abstand zur Seele nicht ge•andert (ausser aufgrund von St•ossen).
In Abb. 54 ist die Struktur des Magnetfelds eines Tokamaks dargestellt. Folgt man von
einem beliebigen Punkt startend einer Magnetfeldlinie in toroidaler Richtung (Punkt A), so
gelangt man wegen der Verschraubung der Feldlinien nach einem halben Umlauf zum
Punkt A'. Der Wert der Polarkoordinate � des Punktes A in dem gezeichneten
Plasmaquerschnitt hat sich nach einem halben toroidalen Umlauf auf den Wert � 0

vergr•ossert. Dementsprechend w•are der Durchstosspunktder Feldlinie nach einem ganzen
Umlauf um die Symmetrieachse beim Werte 2(� 0 � � ) + � der Polarkoordinate� zu �nden.
Man kann sich vorstellen, dass die Gesamtheit der Durchstosspunkte einer magnetischer
Feldlinie nach sehr vielen Uml•aufen einen Kreis in der Schnittebene erzeugt. Der Radius des
Kreises ist gleich dem Abstand O-A in Abb. 54. Die ringf•ormige Ober
•ache des Zylinders,
welche von der bei A startende Feldlinie nach vielen toroidalen Uml•aufen aufgespannt wird,
nennt man eine magnetische Ober
•ache. Mit diesem Begri� l•asst sich die gesamte Struktur
des Magnetfeldes in einem Tokamak beschreiben. Sie bestehtaus ineinandergeschachtelten,
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ringf•ormigen magnetischen Ober
•achen ("nested surfaces") wie in Abb. 57. Entsprechendes
gilt f•ur einen Stellarator. Bei ihm sind die magnetischen Ober
•achen jedoch nicht
axialsymmetrisch, und der Querschnitt ist, je nach Leiteranordnung, verschieden.
Ausser dem Toroidalfeld und dem poloidalen Feld des Stroms ben•otigt der Tokamak noch
ein Vertikales Feld, das die Lage des Stroms im Plasma �xiert, um das Plasma stabil
einzuschlie�en. Dieses Feld wird von zus•atzlichen kreisf•ormigen Spulen (Poloidalfeldspule)
erzeugt, die in Ebenen parallel zum Plasmaring liegen (sie Fig. 55).
Der Strom im Tokamak ist notwendig, um ein gut einschliessendes Magnetfeld zu erzeugen.
Zus•atzlich heizt es das Plasma

P
 = �J 2

Nun ist � / T � 3=2
e und die Ohm'sche Heizung wird f•ur Temperaturen& 1keV nicht sehr

wirksam. Eine Zusatzheizung ist erforderlich (mehr sp•ater).
Der im Plasma 
ie�ende Ringstrom hat 2 Nachteile:
Es l•asst sich nicht zuverl•assig verhindern, dass der Plasmastrom im Tokamak
unvorhergesehen abrei�t (Plasmaabriss, oder Disruption,auch Stromabbruchinstabilit•at).
Dabei zerf•allt das Magnetfeld des Plasmastroms (typisch in ca. 10 ms). Die ganze
Plasmaenergie wird auf die W•ande deponiert. Das mit dem Zerfall des Magnetfeldes
induzierte elektrische Feld wirft in allen metallischen Strukturen, die das Plasma umgeben,
Wirbelstr•ome an. Dies wiederum f•uhrt zu unerw•unschten Spannungen und mechanischen
Deformationen im Strukturmaterial. Weil der physikalische Mechanismus des
Plasmaabrisses noch nicht verstanden ist, bleibt zun•achst o�en, ob er wirklich jemals
zuverl•assig unterdr•uckt werden kann.
Weil der Plasmastrom im Tokamak st•andig 
iessen muss, ist eine st•andige Leistungszufuhr
zum Stromtreiben notwendig, um Ohm'sche Verluste (auch wenn diese nicht sehr gro� sind)
zu kompensieren.
Wenn der Plasmastrom •uber einen Transformator induziert wird, ist die Brennphase eines
Tokamak zeitlich begrenzt, weil der Transformator "entladen" werden und der Strom vom
neuen hochgefahren werden muss.
So ein Pulsbetrieb bringt zus•atzlich thermische und mechanische Belastung aller Teile
(Erm•udungserscheinungen).
Der Plasmastrom muss nicht induktiv betrieben werden. Es kann auch durch tangentiale
Injektion beschleunigter Teilchen oder von Hochfrequenzleistung im Plasmaring getrieben
werden. Letzteres werden zu Zeit untersucht (JET, Asdex, Ru�land).
z.B.: Lower hybrid current drive:
The wave propagates at a small angle with �eld line and the wavelength in plasma is small
(ca. 2mm). The wave ist nearly longitudinal (hence electrostatic). It is damped by electron
Landau damping which results in energy transfer to plasma electrons moving close to the
wave phase velocity. Cuto� whenne > n e;crit ' 2 � 1019m� 3. In JET, current drive with
ECRH or ICRH is also possible.
Tabelle 2 zeigt die wichtigste Parameter einiger moderne Tokamaks (JET, Doublet D3D,
Jaeri JT-60 und Asdex Upgrade). Einzelheiten dazu werden inden folgenden Abschnitten
erl•autert.
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JET Doublet D3D JT-60 Asdex U
R (m) 2,96 1,60 3-3,4 1,65
a1 (m) 1,25 0,56 1,0 0,50
a2 (m) 2,00 1,41 1,5 0,80
BT or (T) 3,5 2,2 4,4 < 3,9
IP (MA) 6-7 3 6-7 < 1,4
Heizleistung (MW) 45 24 43 30

NBI 22 22 22 20
ICRH+LH 22 2 21 8

ECRH 0 2 2 2
QDT 1,1 - 1,2 -
Plasmavolumen (m3) 100 37 40-100 14
Pulsl•ange (s) 1-5 5-10 1-2 < 10

Table 2: Wichtigste Parameter einiger modernen Tokamaks

Stellarator

Figure 56: Advanced Stellarator Reactor: Schematic view

In einem Stellarator wird die Verschraubung der Feldlinienin den •au�eren Spulen erzeugt.
Ein Plasmastrom ist nicht erforderlich und deshalb gibt es keine Disruptions. Das
Magnetfeld ist i.A. nicht axial-symmetrisch. Bei geeigneten Wicklungen des Magneten wird
die Verschraubung des Magnetfeldes mit den Hauptfeldspulen selbst erzeugt. Die Spulen
haben dann eine komplexe, nicht planare Gestalt (Abb. 56).
Die ersten Versuche in Princeton waren nicht sehr erfolgreich (Bohm Di�usion, schlechter
Einschluss). Dann wurde die Stelleratorenwicklung fast eingestellt. Erst nach besseren
Ergebnissen in Japan und Ru�land, sowie in Garching (mit Wendelstein 7-AS) wurde diese
Linie weiter entwickelt.

4.2.1 Plasma
•achen, Rotationstransform

Magnetohydrodynamisches Gleichgewicht erfordert
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Figure 57: Magnetische Fl•achen eines Tokamakplasmas mit Feldlinien. Die Feldlinien auf den
•au�eren Fl•achen drehen sich •ofter um die Seele- die Zentrale Ringlinie- als Feldlinien
auf den inneren Fl•achen: Das Feld hat eine Verscherung.

r p = ~j � ~B;

wobei~j der induzierte diamagnetische Strom ist. Die Feldlinien verlaufen auf Fl•achen
p=Konst. Diese m•ussen auf geschlossenen Ober
•achen bleiben, wie in Fig. 57.
Rotationstransform
Zuerst betrachten wir einen Zylinder mit der L•ange 2�R und periodischen
Randbedingungen.

Figure 58: geometry for calculation of rotational transform. (at moment not complete)

Aus Symmetriegr•unden ist alles unabh•angig von� und z. Dann ist B r = 0 und B � , Bz

h•angen nur von r ab.
Wenn eine Feldlinie eine Drehung um den Torus macht, ist die•Anderung in Winkel

� � =
Z 2�R

0

d�
dz

dz

wobei die Gleichungen f•ur die Magnetlinien lauten:

dr
dz

=
B r

Bz
= 0,

d�
dz

=
B � (r )
rB z(r )

:

Dann ist

� � =
2�RB � (r )

rB z(r )
= 2�� (r )
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(Rotational transform). Wenn � rational ist, sind die Feldlinien geschlossen, sonst nicht.
Man de�niert auch den Sicherheitsfaktor

q(r ) =
1

�(r )
=

2�
� �

=
rB T or (r )
RBP ol(r )

In einem Torus,Bz ! B � = BT or und B � = BP ol. Abb. 59 zeigt eine Feldlinie auf
eine Fl•ache mit q = 4.

Figure 59: Verlauf einer Magnetfeldlinie auf eine Fl•ache mit q = 4.

Das Magnetfeld hat eine Verscherung, wenn sich die Feldlinien auf den •ausseren

Magnetfeld
•achen •ofter um die Seele drehen als die auf deminneren.
� dq

dr
6= 0

�
. Die wird

de�niert als

S =
r

q(r )
dq
dr

Im Tokamak wird die Stabilit•at beg•unstigt, wenn das Feld eine Verscherung hat.

Figure 60: Typische Pro�le f•ur Bz = BT or , BP ol , Druck p und Sicherheitsfaktor q.

Typische Werten f•ur •altere Tokamaks warenq(0) < 1, q(a) ' 3.
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Die MHD Stabilitat erfordert ausserdemq(a) > 1 (Kruskal-Shafronov Grenze). Dies
bedeutet, dass

� 0I max

2�a
= BP ol(I max ) �

aBT or

R
Neuere Untersuchen zeigen dass die Stabilitat besser ist, wenn q(a) > 2 ist.

4.2.2 Typische Tokamak Eigenschaften
Die Existenz von geschlossenen, ineinander geschachtelten Magnetober
•achen, zumindest im
Plasmakern eines toroidalen Systems ist notwendig f•ur denPlasmaeinschluss durch ein
Magnetfeld. Dar p = ~j � ~B , r � ~B = � 0~j , r � ~B = 0, folgt r p � ~B = 0, so dass der Druck
entlang eine Magnetfeldlinie konstant ist. Da auchr p � ~j = 0, 
iesst ein Strom auch nur auf
Magnetober
•achen.
Man kann nun geschlossenen, ineinander geschachtelten Magnetober
•achen (auf denen der
Druck konstant ist) produzieren. Diese werden f•ur ein Tokamak in Abb. 61 gezeigt. In einem
Stellarator sind sie komplizierter.

Figure 61: closed, nested magnetic surfaces in a tokamak.

Particles moving along such �eld lines cancel or short circuit charge separation by Debye
shielding, so that ~E � ~B drifts and the worst instabilities are suppressed.
Nun etwas genauer mit Parametern:
Bei •alteren Maschinen galt:Te(r ) f•allt von r=0 bis r=a (a=kleiner Radius). Da die
Leitf•ahigkeit � / T3=2

e , gilt dies auch f•ur die Stromdichte. Abb. 62 zeigt typischePro�le der
Stromdichte, Bpol, Gesamtstrom und sicherheitsfaktor q in einem typischen Tokamak mit
BT � 2-5 T, und R/a � 3-4. Im Bild unten Rechts sieht man, dass q(a)' = 3,8 (3-4 ist
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Figure 62: Pro�le der Stromdichte, Bpol, Gesamtstrom und sicherheitsfaktor q in einem typischen
•alteren Tokamak.

gew•unscht). Es gilt auch

BP ol(r ) =
� 0I (r )

2�r
mit I (r ) = 2 �

Z r

0
j (r 0)r 0dr0

Neuere Experimente k•onnen etwas daran drehen. Mehr nach einer Beschreibung einer
typischen Entladung
Energy con�nement is limited by thermal conduction, by (turbulent) convection, and by
radiation

� E �
W
Pin

�
3
2

n
(Ti + Te)

Pin

A Typical Tokamak Discharge is shown in Fig. 63 right side.
Gezeigt werden die Zeitabh•angigkeit von Transformatorstrom, Umfangsspannung,
Plasmastrom, Plasmadichte, Heizleistung, Plasmaenergie, und Elektronentemperratur Te.
Vor der Entladung: Vakuum 10� 8 mbar. Nachdem das •aussere Magnetfeld aufgebaut wird,
wird der Strom im Transformator hochgefahren.
Kurz vor Beginn wird Gas eingelassen, der Druck steigt auf 10� 5 mbar. Dann wird der
Transformatorstrom langsam heruntergefahren. Eine Umfangsspannung von ca. 10 V wird
induziert, die die Entladung startet. Wassersto� Gas wird ionisiert, die Plasmalage,
-Querschnitt und Strom werden geregelt (Feedback-Kontrolle). Ein langsamer Stromaufbau
verringert Instabilit•aten. Die Dichte wird durch weiteren Gaseinlass auf den gew•unschten
Wert gehalten. Wenn der gew•unschte Strom erreicht wird, wird weiter geheizt und die
eigentliche Experimente werden durchgef•uhrt. Wenn im Transformator das Stromminimum
erreicht, wird (hier nach 4 sec), ist keine weitere Fluss•anderung m•oglich und der
Plasmastrom nimmt langsam ab.
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Figure 63: Typical Stellarator and Tokamak discharges

A typical Stellarator discharge is shown in Fig. 63, left side.
Kurz vor der Entladung wird Wassersto�gas in das leere Gef•ass eingelassen. Das Plasma
wird durch ECRH erzeugt (Stossionisation). Allein die Dauer der Heizung bestimmt das
Ende der Entladung.

4.3 Diagnostik

Wie misst man Plasma-Eigenschaften?
Um zu verstehen, wie sich ein System verh•alt, muss man seineEigenschaften messen. Dies
ist besonders wichtig bei extremen Parametern, wie in einemFusionsplasma.
Die physikalischen Prinzipien der Methoden sind vielf•altig. Und Diagnostik ist ein wichtiger
Teil der Fusionsexperimente.
Grobe Einteilung: Elektromagnetische Strahlung [passiv (was kommt aus?) oder aktiv (man
sendet was ein- was kommt zur•uck?)] und Teilchen (Produkteaus Ladungsaustausch oder
Fusionsprodukte, falls vorhanden)
Was ist zu messen?ne ' ni ; Te; Ti ; ninpurity ; j (r ); I p; B � (alle am Besten
abh•angig von Ort, Zeit), Lage des Plasmas, ...
Magnetische Sensoren k•onnen den PlasmastromI p, genaue Lage und Form (position +
shape), undUloop mit magnetischen Spulen (magnetic pickupcoils) gemessen werden. Dies
ist besonders wichtig, wenn an diesem Parameter manipuliert werden soll, z.B. mit
wachsendem Plasmadruck wird die magnetische Achse des Plasmas nach au�en verschoben
(Schafranov Verschiebung) bis sie bei sehr hohem� pol

(� pol = < p > = [B 2
� (a)=2� 0])

mit dem halben Plasmaradius vergleichbar wird. Dies stellteine Stabilit•atsgrenze dar.
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Man kann mit Str•omen in den Poloidalen Spulen oder durch geeignete Heizungsszenarien
dies entgegenwirken, aber zuerst muss das gemessen werden.

Figure 64: Schema von Spulen und Schleifen zur Messung von Str•omen, Spannungen,
Magnetfeldern und Druck im Plasma.

Eine einfache Magnetfeldsonde (Induktionsspule, oder Spule in poloidalen Richtung) misst
die •Anderung eines Magnet
usses durch die Spule (Faraday Gesetz) - Fl•ache der Spule = A,
mit N Wicklungen

) U = N
I

l

~E ~dl = N
Z

r � ~E| {z }
� @~B=@t

�d~S = � NA
dB
dt

(B sei homogen •uber die Fl•ache A). Somit hat man@Bpol=@tgemessen. Mit Hilfe eines
RC-Integrationsstromkreis erh•alt man auchB � .
Need poloidal array to determine the plasma shape, horizontal and vertical position - also

uctuations - when the plasma shape is not symmetrical, thismay require extensive
computational e�ort.
Fluktuationen k•onnen auch gemessen werden.
Die SchleifenumfangsspannungUloop ist besonders interessant f•ur Tokamaks. Diese
Spannung wird in Transformatoren induziert und treibt den Plasmastrom in Tokamaks an.
I p � const ) toroidal loop measures the resistive componentUp directly, und somit auch
den Widerstand

Rplasma �
Uloop

I p
=

2�R 0

�a 2�
�

2�R 0

a2�

(� = conductivity)

Eine Rogowski Spule ist eine Sonderspule, die die poloidaleRichtung umfasst mit nc

Windungen/L•ange und konstante Fl•ache A. Der Magnet
uss ist

� = nc

I

l

Z

F

~Bd ~Ad~l

H
l

~Bd~l = � 0I und nur B0 ist interessant ( die Spule muss entsprechend ausgelegt werden)

) induzierte Spannung U =
d�
dt

= � 0ncA
dIp

dt
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oder mit RC - Kreis zum Integrieren

URog ! nc
� 0A
RC

I p

Vertikale Bewegung kann auch erfasst werden.
Eine diamagnetische Schleife misst den toroidalen Fluss imPlasma und somit auch den
Plasmadruck (indirekt).

Strahlung (Passiv oder Aktiv)
Spektroskopie (Strahlung von Ionen auch Verunreinigungen) - solche Strahlung wird nur
wenig absorbiert. Wellenl•ange-Bereich Infrarot bis weiche R•ontgen (1000 nm bis 1 nm);
Es gibt 3 Mechanismen

1. Bremsstrahlung - emittiert wenn Elektronen mit Ionen sto�en. (free-free radiation) -
Das Spektrum ist kontinuierlich und die Intensit•at � e� hv=kB Te (Dies ist hilfreich, wenn
man Te messen will).

2. Rekombination - (free - bound) - ein freies Elektron wird von einem Ion gefangen -
Das Spektrum ist kontinuierlich, aber mit Kanten (Fig.65).

3. Linienstrahlung

Die Intensit•at der Bremsstrahlung in einem Sto� mit einem Ion der LadungZ i e ist
proportional zu Z 2

i . Die Gesamtintensit•at /
P

i ni Z 2
i = Z (2)

ef f , Zef f kann aus der Intensit•at
bei niedrigeren Photonenenergie bestimmt werden.
Linienstrahlung - meistens zur Feststellung von Verunreinigungen. (Konzentration,
Transport der Verunreinigungen). Die Methoden sind nat•urlich unterschiedlich f•ur sichtbare
und UV (700-200 nm); UV und weiche R•ontgenstrahlung (200 - einige nm),
R•ontgenstrahlung (2 - 0,1 nm).

Figure 65: Qualitativer Verlauf der Kontinuumsstrahlung eines Plasmas als Summe von Brems-
und Rekombinationsstrahlung

Die Dopplerverschiebung verursacht eine Linienbreite, da� ' � 0(1 + ( v cos� )=c)
(gemittelt •uber � ). Dann ist

I � ' I 0 � exp

"

�
mi c2

2kB Ti

�
� �
� 0

� 2
#
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Wenn das Plasma als ganze um eine Achse dreht, gibt diese Rotationsgeschwindigkeit auch
einen Beitrag.
ECE (Electron Cyclotron Emission)
Die Plasma Elektronen, die sich mit der Zyklotronfrequenz auf Kreisbahnen um die
Magnetfeldlinien bewegen, strahlen dabei Wellen dieser Frequenz und deren
Oberschwingungen ab:! = k! ce = keB=me; k = 1; 2; 3; :::
B = 4 T ) ! ce � 2� (112 GHz); � � 2; 8 mm
Die Intensit•at der 2. Oberschwingung h•angt von der Temperatur ab, die auf dieser Weise
gemessen werden kann. Die Resonanz ist ziemlich scharf und die Emission bei k=1,2,3 so
gro�, dass die Strahlung auch absorbiert wird - die Intensit•at folgt die Planck`sche

Verteilung. Bei � � einigen Millimetern erh•alt man I (! ) /
! 2Te

8� 2c2
(long wavelength

approximation).
Man kann Te auch messen, indem man Licht ins Plasma einstrahlt und das gestreute Licht
nachweist (Thomson Streuung). Das Licht wird vorwiegend von den Elektronen gestreut.
Analog zu Radargeschwindigkeitsmessung f•ur Autos erleidet das Licht eine
Frequenz•anderung auf Grund der Dopplerverschiebung. Auseiner genauen Freqenzmessung
kann man die Elektronentemperatur bestimmen.
Exakter:
� ! = ~k � ~v; mit ~k = ~kin � ~kout .
Auch ist v=c=

p
(2kB Te)=(511keV). Wenn kB Te=1 keV, ist v=c=0,0626.

Meistens wird Laserlicht mit � � 1; 06� m und/oder ca. 700 nm benutzt. Mikrowellen
k•onnen auch benutzt werden. Ein Problem ist, dass nur wenigLicht gestreut wird
(Pout =Pin � 10� 13!)

(Relativistisch gilt
� f
f

�

s
1 � v=c
1 + v=c

' 1 � v=c)

Aus der Frequenzverschiebung erh•alt manTe. Aus der Intensit•at des gestreuten Lichts kann
man auch etwas •uber die Elektronendichte lernen. Mit geeigneten Detektoren, die das
Streulicht von verschiedenen Orten auf sammeln,erh•alt man Dichte und
Temperaturenpro�le. Wenn gepulstes Laserlicht benutzt wird, erh•alt man Daten nur
w•ahrend des Pulses. Mit 50-100 Pulsen/sek (m•oglich mit Nd:YAG Lasern (� = 1; 06� m))
misst man auch den zeitlichen Verlauf.
Interferometrie
Der Brechungsindex eines Plasmas h•angt von der Frequenz ab(und auch von der Dichte,
vom Magnetfeld, vom Winkel zwischen~B und ~k, von der Polarisation, etc.).
Wenn ~B0 ? ~k und ~E k ~B0 gilt

N '
q

1 � ! 2
pe=! 2; mit f p = 9

r
n

m� 3
Hz. Wenn n = 1020m� 3 gilt f p ' 90 GHz.

Die Phasenverschiebung, wenn ein Laserstrahl durch ein Plasma geht ist (f p � f 0)

N ' 1 �
e2ne

2"0me! 2
0
; �� '

R
� k � dx =

R
L

! 0

c
(1 � N ) � dx '

e2

2"0me! 0

R
L ne � dx

Zur Messung von
R

ne � dl wird ein Mikrowellenstrahl gesplittet und zum Teil durch das
Plasma und zum Teil durch die Luft geschickt. Bringt man die beiden Teilwellen wieder
zusammen (Michaelson Interferometer z.b.) kann man aus dementstehenden
Interferenzmuster auf sie•Anderung der Wellengeschwindigkeit und

R
ne � dl schlie�en.
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Ortsau
•osung ist nicht m•oglich.
Polarimetry nutzt den Faraday E�ekt (Herleitung im Sommer) aus, da Laserlicht nicht
nur eine Phasenverschiebung , sondern auch eine Rotation der Polarisationsebene (Faraday
Rotation) erf•ahrt. Diese ist (ungef•ahr) proportional zur Komponente des B-Feldes, parallel
zur Ausbreitungsrichtung und zur Dichte.
Rotationswinkel /

R
neBk � dl

Soweit manne(r ) unabh•angig messen kann und mit verschiedenen Winkeln istes m•oglich,
Bpol(r ) zu ermitteln.
Re
ectometry
Wenn eine EM Welle durch ein inhomogenes Plasma sich fortp
anzt und einen Bereich
erreicht, wo ne = ncrit (z.B. ! 0 = ! pe) wird die Welle re
ektiert (analog Totalre
exion).
Mann konstruiert einen Michaelson Interferometer und l•asst die Cuto� Schicht als einer
der Spiegeln fungieren. Durch Variation der Frequenz erh•alt man ne(r ).

Messung von Ti

Da das Plasma nicht im thermischen Gleichgewicht ist, gilt Allgmeinen Ti 6= Te (vor allem,
weil man auch verschiedene Heizmethoden benutzt). Man mussTi unabh•angig messen.
a) CEX (Ladungsaustausch):
Wenn Ionen kollidieren mit neutralen Teilchen, kommt es manchmal zu einer
Ladungsaustauschreaktion. Auch (haupts•achlich) zwecksPlasmaheizung injiziert man
Strahlen aus neutralen Teilchen ins Plasma. Bei St•o�en eines neutralen Teilchens mit einem
Ion bleibt ein Elektron am Ion h•angen und das neue neutrale Atom strahlt (es ist fast
immer in einem angeregten Zustand). Au�erdem wird es nicht mehr eingeschlossen und
verl•asst das Plasma. Aus dem Linienspektrum, sowie aus derEnergieverteilung der
neutralen Teilchen, die nach Ladungsaustausch das Plasma verlassen, gewinnt man
Auskunft •uber die Ionentemperatur.
b) Spektroskopie
Oder man benutzt das Licht, das Verunreinigungsatome im Plasma ausstrahlen.
Verunreinigungen sind oft nicht voll ionisiert (besondersam Plasmarand) und emittieren
charakteristisch Linienstrahlung. Aus der Dopplerverbreitung dieser Linien erh•alt man
Auskunft •uber die Geschwindigkeitsverteilung der emittierenden Atomen.
Die Spektroskopie der Linienstrahlung gibt auch Auskunft •uber die Art und Konzentration
der Verunreinigungen. Vergleicht man die so gewonnenen Pro�le der
Verunreinigungskonzentration mit dem Transportmodellen, so l•asst sich auch Aufschluss
•uber Transportprozesse im Plasma gewinnen (z.B. Transport parallel zu ~B ist viel schneller
als Transport senkrecht zu~B).
Da die von einer Ionensorte ausgesandte Linienstrahlung stark von der Temperatur abh•angt,
•uberstreicht die Strahlung einen weiten Frequenzbereich(vom Infrarot bis R•ontgen).
Beispiel: leichtere Atome wie Sauersto� im hei�en Plasmazentrum sind vollst•andig ionisiert
und senden keine Strahlung aus. Mit zunehmendem Abstand vomZentrum werden die
Atome nur teilweise ionisiert und be�nden sich im tiefen Energiezust•anden, was sich in der
niedrigeren Frequenz ihrer Strahlung wiederspiegelt.
Vom k•uhleren Plasmarand kommt vorwiegend sichtbares Licht, von den inneren Bereichen
eher UV bis R•ontgenstrahlung. Daher muss man verschiedenespektroskopische Methoden
benutzen, um die unterschiedlichen Bereiche abzudecken.
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Figure 66: Diagnostiksysteme am europ•aischen Fusionsexperiment JET (vom JET Joint
Undertaking)

Anmerkung: In heutigen Experimenten ist bis zu 40% der Verluste in Form von
Linienstrahlung (gewollt am Rand, aber nicht im Zentrum). Verunreinigungen im Zentrum
verhindern die Z•undung.

4.4 Plasma Heizung
Bis zur Z•undung muss das Fusionsplasma von Au�en geheizt werden. Nach der Z•undung
k•onnen die produzierten � -Teilchen das Plasma heizen und die Verluste (Strahlung und
Teilchenverluste) kompensieren. F•ur Heizung stehen mehrere Methoden zur Verf•ugung.
Im Tokamak gibt es auf jeden Fall die Ohm'sche Heizung, da eingrosser Strom (� MA) 
ie�en

muss, um das poloidale Magnetfeld zu erzeugen.

P
 = �j 2

Aber � / T � 3=2
e und damit ist diese Methode unwirksam f•urTe > 1 keV.

(Te & 10� 15 keV ist erforderlich). Au�erdem ist Ohm'sche Heizung nicht brauchbar f•ur Stel-
laratoren (gew•unscht ist I ' 0 damit die Magnetfeldstrukturen nicht gest•ort werden).
� -Teilchen Heizung wird am Ende die Temperatur in einem Fusionsreaktor aufrechterhal-
ten. Bisher wurde sehr wenig mit einer D-T-Mischung experimentiert und so hat man
wenig Erfahrung. Am Anfang haben die� -Teilchen 3,5 MeV Energie und m•ussen solange
eingeschlossen werden, bis sie diese Energie an andere Plasmateilchen abgeben. Danach sollen
sie entfernt werden. Zus•atzliche Methode zum Stromtreiben k•onnten, um das Stromdichtepro-
�l zu kontrollieren, erforderlich sein.
Die g•angigste Methoden sind Heizung mit elektromagnetischen Wellen oder mit injezierten
Neutralteilchen.
Heizen des Plasma bedeutet, dass die kinetische Energie derElektronen und Ionen erh•oht
wird. Die verschiedenen Plasma-Konstituenten werden nicht alle gleich geheizt; die
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Geschwindigkeitszunahme ist au�erdem nicht isotrop. Ergebnis ist eine Abweichung von
einer Maxwell'schen Verteilung. Und die zugef•uhrte Energie wird zum Teil in Form h•oherer
Strahlungsverluste und Di�usion zu den W•anden verloren gehen.
Wenn ein Neutralstrahl schr•ag injeziert wird oder wenn EM-Wellen in einer Richtung (be-
zogen auf das Magnetfeld) eingeschossen werden, wird nichtnur Geheizt, sondern wird das
Stromdichtepro�l auch ge•andert (die Geschwindigkeitsverteilung der Elektronen bez•uglich der
Richtung des Magnetfeldes). Dies ist eine Art nicht induktive Stromtreiben. In Tokamaks
kann dies ausgenutzt werden um die Pulsl•ange zu erh•ohen und auch das Stromdichtepro�l zu
beein
ussen. In Stellaratoren kann man ungewollten Str•omen unterdrucken.

4.4.1 Heizmethoden

Neutralinjektion (NBI)

Ein Strahl neutraler Atome (D oder T sind auch gleichzeitig Brennsto�e) wird in das Plasma
eingeschossen. Diese Neutralatome k•onnen die Magnetfeldlinien berqueren, und werden
durch St•o�e mit den Plasmateilchen ionisiert. Diese neuenIonen bertragen Energie zum
Plasma auch durch St•o�e. Strahlenergie und Plasmadichte bestimmen den Ort,wo die meisten
Neutralteilchen ionisiert werden.
Ionisierung erfolgt meist durch Ladungsaustausch (Eb < 90 keV) oder durch St•o�e mit Ionen
(Eb > 90 keV). Damit die injezierten Teilchen in das Plasma eindringen k•onnen, muss deren
kinetische Energie ziemlich gro� sein (& 100 keV; bei ITER eher 1 MeV!) da die absorb-
tionsl•ange sonst zu klein ist und nur den Plasmarand geheizt w•urde. Injektion erfolgt bei
einem kleinen Winkel mit dem Magnetfeld um das Einfangen derIonen in Magnetspiegeln zu
verhindern (dies ist technisch schwierig).

Produktion der Neutralstrahlen
Ionen werden beschleunigt, dann wieder in einer Umladungszelle neutralisiert. Die •ubrig
gebliebenen Ionen werden abgelenkt. Wie schon gesagt soll die kinetische Energie> 100 keV

Figure 67: Schema eines Neutralinjektions-Heizsystems

sein (sogar> 500 keV bei ITER, sollten die Teilchen zum Plasmazentrum gelangen), und
au�erdem mit einer Leistung von ca. 10 MW/Strahl. Die Teilchen m•ussen transportiert
werden zu Raten entsprechend einem Strom von 500 A und Stromdichten � 1A=cm2. Die
Teilchen m•ussen sehr gut Kollimiert transportiert werdenund die Wege m•ussen kurz sein.
Dies bedeutet, dass die Beschleuniger nah am Torus sitzen m•ussen, wo sie Platz belegen und
die Abschirmung erschweren.
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Neutralstrahlen mit Energien bis 150 keV k•onnen mit beschleunigten positiven Ionen hergestellt
werden. Bei h•oheren Energien ist die Rate f•ur Neutralisierung zu klein, und man muss
negative Ionen beschleunigen.
TFTR hatte 12 Quellen mit bis zu 120 keV und konnte bis 22 MW aufeinmal injezieren.
JET hat 20 MW mit ca. 80 keV; vor kurzem wurde die Energie auf 100 keV erh•oht. JAERI
entwickelt eine Quelle mit 500 keV und 10 MW. Wie erw•ahnt: die Injektion von energiereichen
(bei gr•o�eren Anlagen > 200 keV) Neutralteilchenstrahlen werden nicht nur genutztum das
Plasma zu heizen, sondern auch um den Plasmastrom zu kontrollieren (und Brennsto� ins
Zentrum des Plasmas einzuschie�en)
Neutralstrahlheizung + Stromtrieb wurden schon fr•uh eingesetzt und sind sehr wichtig gewe-
sen f•ur Studien eines Plasmas bei hohen Temperaturen und hohem � (hier bedeutet hoch
0; 04 < � < 0; 09).
Das Plasma ionisiert die Atome. Dann hat man zuerst energetische Iononen, die durch
St•o�e thermalisiert werden (zuerst durch St•o�e mit Elekt ronen; die Geschwindigkeitsrichtung
wird kaum ge•andert. Bei niedrigeren Energien durch St•o�emit Ionen). Inzwischen gibt es
Programme, diese Prozesse realistisch zu berechnen. Injektion in toroidaler Richtung treibt
Strom.
Mit NBI konnte eine Ionentemperatur bis 45 keV erreicht werden (in Princeton) (Abb. 68)
Experimente in JAERI haben Strom mit NBI getrieben. Unter Nutzung der neuen Quelle

Figure 68: Neutral beam heating used at TFTR in Princeton to heat ions to a temperature of
45 keV.

mit 500 keV und dem sogenannten "Bootstrap current", der durch Druckgradienten entsteht
(mehr sp•ater), konnte ein Plasmastrom von 1 MW f•ur ca. 1/2 Sek. aufrecht erhalten werden.

4.4.2 Radiofrequenz

Das Plasma wird mit elektromagnetischen Wellen bestrahlt,die im Plasma absorbiert werden.
Durch solche Einstrahlung von Wellen (die sich im Plasma alsPlasmawellen fortp
anzen)
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Figure 69: Production of 1 MA plasma current using only NBI and the bootstrap current.
Conventional neutral beams produced from positive ions (P-NB) were injected from
time 6{9 seconds. The new N-NB, with 500 keV, derived from negative ions, was
injected at time 7{7.6 seconds (top picture). The loop voltage was very small during
NBI injection, while the electron density did not change much. During the short time
that N-NB was present, the beam-driven and bootstrap currents provided the total
plasma current (1 MA); the induction current was zero during this time interval.

kann man nicht nur heizen, sondern auch Strom treiben (Absorption der Welle beein
usst die
Geschwindigkeitsverteilung, zumindest (oder oft) lokal.) Die Absorption ist e�ektiver, wenn
die Frequenz der anregenden Welle in Resonanz mit einer Plasma Schwingung oder Teilchen
Bewegung ist. (Brechungsindex! 0). Bei Cuto�, der Brechnungsindex! 1 und v� ! 0.
Die Welle wird totalre
ektiert.
Dabei kommen die Zyklotron Frequenzen der Elektronen oder Ionen, sowie die so genannte
Hybrid-Frequenzen in Frage:! c = eB=me, 
 c = eB=mi , ! LH '

p
! c
 c

! 2
p =

e2n
� 0me

=
mi

me

 2

p

f ce =
! ce

2�
� 28GHz � B(T)

f ci =

 ci

2�
� 15MHz=A � B(T)

f LH �
p

f cef ciq
1 + ! 2

c=! 2
p

2�f UH =
q

! 2
c + ! 2

p

In Fusionsplasmen ist! c vergleichbar mit ! p und es gilt

! 2
c � 
 2

p � 
 2
c
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 2
p und ! c
 c sind vergleichbar.

Bei einem Magnetfeld von 5T und einem Deuterium Plasma bedeutet dies

f ce = 140 GHz; f ci = 37; 5 MHz; undf LH � 2 GHz

Die Thermalisierung der auf diese Weise auf die Teilchen •ubertragenen Energie erfolgt •uber
St•o�e mit den anderen Plasmateilchen.
Immer : Leistung mehrere MW, und Dauerstrich bedeutet thermische Belastung aller Kom-
ponenten (Quellen, Ubertragungskomponenten, Antennen).

ICRH (Ion Zyklotronresonanzheizung)
Vorteil - Generatoren und Transmissions Komponenten wurden schon f•ur Radio Anwendungen
entwickelt. Absorptionswirkungsgrad in hei�en und dichten Plasma ist hoch. Die Antennen
m•u�en allerdings ziemlich gro� sein. Bei 30 MHz hat die Antenne etwa die Gr•o�e einer
Wellenl•ange � � 10 m Dies ist unbequem gross.
JET hat f zwischen 23-57 MHz, 16 Quellen, 8 Antennen,PP lasma bis 22 MW

Figure 70: Schematic of ICRH plant for one antenna array.

D3D hat 2 MW bei 30-120 MHz. die meisten anderen Experimente haben vergleichbare
Werte.

ICRH kann Strom treiben. •Uber die Wechselwirkung zwischen dem magnetischen Moment
eines Elektrons und dem Axialen Komponenten des Wellen-Magnetfeldes wird die Welle
ged•ampft. Die Kraft ist proportional zu � er kBW elle (einige energetische Elektronen sind
erforderlich. Das Prozess heisstTransit time magnetic pumping(TTMP))

Lower Hybrid
JET hat auch (Stand 1992 aber wenig ge•andert) ca. 6 MW f•ur LH-Heizung bei 3.7 GHz
(Quelle sind Klystrons). Diese werden vorwiegend zum Stromtreiben benutzt (Der Ab-
sorptions mechanismus ist Landaud•ampfung. Die Phasengeschwindigkeit der Welle und die
thermische Geschwindigkeit der Elektronen sind vergleichbar. Dies f•uhrt zu Absorption, da
bei geeigneter Phasenlage mehr Elektronen durch die Welle beschleunigt werden als gebremst.
I pmax � (6-7) MA und bis 1 MA kann nicht induktiv (d.h. ohne Transformatoren) aufrechter-
halten werden.
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ECRH (Elektron Zyklotronresonanzheizung)
Vorteile: Die Leistung wird sehr lokalisiert deponiert, dadas Magnetfeld inhomogen ist. Ein-
strahlung bei ! c oder be 2! c ist m•oglich. Man kann das Dichtepro�l (auch Stromdichtepro�l)
beein
ussen, da ECRH auch Strom treiben kann (wenn die Einstrahlung bei der richtigen
Winkel erfolgt). Die •Ubertragung kann auch Quasioptisch gelingen. Dann ist keine Antenna
sehr nah am Plasma erforderlich und die Quellen k•onnen weitweg vom Plasma sein. Das

Figure 71: Welleneinstahlung bei der Elektronenzyklotronresonanzheizung.

Strompro�l wird durch Bewegung des Resonanzortes beein
usst. Aber die Quellen (Gy-
rotrons) sind teuer und gen•ugen noch nicht allen W•unschen(durchstimmbarkeit). Es hat in
den letzten 10 Jahren grosse Fortschritt bei der Quellenentwicklung gegeben. Im Jahr 2000
erreichte man bei 140 GHz ca. 500 kW bei einer Pulsl•ange von einiger Sekunden und ca.
1 MW bei pulsl•angen von� (5-10) ms.
Im Jahr 2005 erreichte man 800 kW f•ur mehrere Minuten (bis 1/2 h) und bis 2 MW f•ur einige
ms. Auch bis 1 MW bei 170 GHz (einige Sekunden)
Der Stellarator Wendelstein W7-AS hat mehrere Gyrotronen bei 70 GHz eingesetzt, mit

200 kW und (fast) Dauerstrich, sowie 140 GHz und Leistung< 500 kW bei einer Pulsl•ange
von einiger Sekunden. Das geplante Experiment W7-X braucht10 MW bei 140 GHz und
Dauerstrich.
Asdex-Upgrade benutzt mehrere Gyrotrons bei 140 GHz mit einer Gesamtleistung von 2 MW
um den Einschluss zu verbessern, Strom zu treiben, und dadurch einige Instabilit•aten zu
unterdrucken.
Das D3D-Tokamak in Kalifornien hat insgesamt 2 MW Leistung bei (110-120) GHz installiert.
Dort ist das toroidale MagnetfeldBT =2,2 T.
Abb. 72 zeigt die Heizungssysteme und auch die Systeme f•ur Brennsto�-Nachf•ullen bei
Asdex-Upgrade.
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Figure 72: Asdex-Upgrade heating and fuelling systems.

4.5 Brennsto� nachf•ullen
Bei D-T Fusion entstehen� -Teilchen als "Asche" des Brennprozesses. Nachdem diese den
gr•o�ten Teil der Energie an das Plasma abgegeben haben sindsie nur noch Verunreinigungen,
die die Fusionsreaktion "ersticken" k•onnen, wenn sie nochzu lange im Plasma bleiben. Sie
m•ussen deshalb abtransportiert werden. Dies erfolgt in Zukunft mit speziellen Kryopumpen
(FZK Technologie). Dann muss auch "Brennsto�" (D+T) nachgef•ullt werden. Entweder:
- Gaseinla� vom Gefa�rand (Gas pu�ng ; die Teilchen bleiben gr•o�tenteils am Plasmarand;
der Wirkungsgrad ist nur 10-15%)
-Neutralteilchen Injektion bringt einen Teil; Ekin ist hoch.
-(seit 1996) Pellet Injektion: Deuterium oder ein D-T Mischung wird so stark gek•uhlt bis es
friert und daraus werden K•ugelchen von wenigen mm Durchmesser geformt. Dann werden
diese in Gaskanonen oder in Zentrifugen beschleunigt und indas Plasma eingeschossen,
wo sie verdampfen und ionisiert werden. Da die Pellets den Brennsto� gezielt an (fast)
beliebiger Stelle im Plasma deponiert werden k•onnen (Steuerung durch Pelletgeschwindigkeit
{ schnellere Pellets erreichen eher das Zentrum), kann man mit dieser Nachf•ullmethode das
Dichtepro�l ver•andern. Einschuss von der Hochfeldseite ist e�ektiver. Deponieren in der
Mitte bedeutet weniger Verluste (von Teilchen und Energie).
Bei Asdex hat man eine Pelletzentrifuge, die 80 Pellets/sekmit Geschwindigkeiten von 1200 m/s
in das Plasma schiessen kann. Jedes Pellet wiegt ca. 1 mg. Mankann somit schon 1/3 des
Plasmas nachf•ullen.
Es hat sich gezeigt, dass es vorteilhaft ist, zuerst am Anfang einer Entladung ein scharf

gespitzten Dichtepro�l zu erreichen (mit schnellen Pellets, die in das Zentrum eindringen).
Dies bewirkt eine bessere Warmeisolierung der hei�en Plasma Mitte und weniger Ionen
Transport nach Au�en. Die Ionentemperatur wird dadurch etwas reduziert, was mit ICRH
und/oder ECRH kompensiert werden kann (eine minimum Temperatur ist erforderlich, um
Instabilit•aten (ELM oder Neoklassische Reissmoden) zu vermeiden.
Danach (vor allem nach Z•unden) ist ein 
acheres Dichtepro�l vorteilhafter, damit das Helium
besser abtransprotiert werden kann. Dann benutzt man kleinere, langsamere Pellets, die
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weniger weit eindringen. Dies ist ein sehr n•utzliche Steuerungsm•oglichkeit.
Manchmal werden die Pellets geh•artet, indem man ca. 0,5% (vol) Sticksto� dazuf•ugt. An-
scheinend wirkt dies Vorteilhaft.
In sog. "advanced tokamaks" wird sowohl das Dichte als auch das Stromdichtepro�l ges-
teuert. Dadurch wird die "Scherung" der Magnetischen Fl•achen optimiert, zwecks h•oherer
Einschlusszeit). Dies wird noch intensiv untersucht.

4.6 Kontrolle der Verunreinigungen (Limiter, Divertor)
Nachdem es mit modernen Tokamaks gelungen ist, Plasmen f•ureinige Sekunden einzuschliessen
und auf Z•undtemperatur aufzuheizen, hat sich die Wechselwirkung des heissen Plasmas mit
den umgebenden W•anden zu einem zentralen Untersuchungsgebiet entwickelt. Der heisse
Plasmaring in Inneren des Gef•asses wird von magnetischen Kr•aften in Schwebe gehalten. An
seinem Aussenrand ist es dennoch m•oglich, dass das Plasma in Kontakt mit den umgebenden
W•anden ger•at.
Aufgrund von St•ossen der Plasmateilchen untereinander breitet sich das Plasma radial aus,
bis es in Kontakt mit der Wand kommt, wo es neutralisiert wird. Die Teilchen geben auch
ihre Energie dort ab (ein Hauptverlustmechanismus). Dies hat zur Folge, dass Material von
der Wand abgetragen wird, in das Plasma eindringt und es dabei verunreinigt und abk•uhlt.
Ausserdem wird die zur Z•undung notwendige W•armeisolierung nicht erreicht.
Ein thermonukleares Plasma kann nur unter sehr sauberen Bedingungen brennen. Eine
partielle Dichte von Metallionen aus dem Beh•alter von mehrals 0,1% der Wassersto�dichte
verhindert die Zundung eines D-T Plasmas in dem es die Konzentration nD und nT reduziert
und Linienstrahlung zusatzliche Verluste bereitet. Und die Wand wird besch•adigt. Die
Gef•assw•ande •ubernehmen an Ber•uhrungsstellen die ganze Energie, die aus dem Inneren des
Plasmas transportiert wird (ca. 1 MW/m2 = 0,1 kW/cm 2 unter Normalbedingungen).
Zu einer Kontrollierten Begrenzung des Plasmas wurden deshalb in fr•uheren Experimenten
Absch•alplatten (Limiter=Begrenzer) in das Gef•ass eingebaut, die so ausgelegt waren, dass sie
die zu erwartenden Energiemengen (bis 10 MW/m2) aufnehmen konnten. Dabei ist aber un-
vermeidbar, dass Kontakt des Plasmas mit der ersten Wand undden Limiter Atomen (Eisen,
Nickel, Chrom usw) aus der Wand herausgel•ost werden und in das Plasma eindringen. Diese
Verunreinigungen sind nicht brauchbar. Ausserdem gelang adsorbiertes k•uhles Deuterium
auch in die Randschicht, wo es das Plasma am Rand abk•uhlte. Dies hat den Einschluss
negativ beein
usst. Das Plasma soll bis zum Aussenrand m•oglichst rein und heiss bleiben.
Der direkte Kontakt des Plasmas mit der Wand l•asst sich vermeiden, wenn das Magnetfeld so
ausgelegt wird, dass auf einer geschlossenen •aussersten Flache des konstanten Drucks nur noch
o�ene Magnet
•achen folgen, deren Feldlinien auf die Wand tre�en. Dies erreicht man durch
zus•atzliche kreisf•ormige Spulen die in Ebenen parallel zum Plasmaring liegen. Der Strom in
dieser sogenannten Divertorspule ist so gerichtet, dass das Magnetfeld in ihrem Inneren dem
poloidalfeld des Tokamaks entgegengerichtet ist. In der N•ahe der Divertorspule ist deren Feld
am st•arksten und dominiert das resultierende Feld. Die Feldlinien umschliessen dort nur die
Divertorspule. Geht man in Richtung zum Plasma, so nimmt dieSt•arke des Divertorfeldes
ab. An einer Stelle werden sich das poloidale Feld des Tokamaks und das der Divertorspule
aufheben. Das resultierende Feld in den sogenannten X-Punkten oder Staupunkten hat den
Wert 0. In wirklichkeit handelt es sich um eine Staulinie, die einen Kreis senkrecht zur
Zeichenebene in Abb. 73 (unten) bildet, der auch parallel zur Plasmaseele liegt. Die gesamte
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Figure 73: Erzeugung eines magnetischen Begrenzers mit Hilfe einer zusaetzlichen Spule
(Divertorspule), sowie die daraus resultierenden magnetischen Ober
aechen mit
Separatrix und Abschaelschicht (SOL).

Fl•ache, die von den Magnetfeldlinen auf der Staulinie aufgespannt wird, heisst "Separatrix".
Man erh•alt sie, wenn man das Feldlinienbild um die Plasmaseele rotieren l•asst. Sie ist die letzte
geschlossene Magnet
•ache und trennt das gesamte Magnetfeld in zwei Bereiche. Innerhalb der
Separatrix liegen ineinander geschachtelte magnetische Ober
•achen, die den Plasmabeh•alter
nirgends durchdringen. Ausserhalb der Separatrix treten die magnetischen Ober
•achen in der
N•ahe der Divertorspule in eine Ausbeulung des Plamabeh•alters, welche die Divertorkammer
bildet. Weil das gut eingeschlossene Plasma durch die Form des Magnetfeldes begrenzt
wird, spricht man von einem "Magnetischen Limiter." Man kann diese Idee weiterf•uhren,
und bei geeigneter Wahl der Stromst•arken und der Stromrichtungen in den Spulen das
Magnetfeld so formen, dass die Magnetfeldlinien jenseits der Separatrix nicht direkt auf
die Wand tre�en, sondern geb•undelt durch ringf•ormige Schlitze, die in den Beh•alterw•anden
parallel zum Plasmastrom liegen, in einem getrennte Kammerabgelenkt (divertiert) werden.
Dort werden sie auf gek•uhlten Prallplatten geleitet, wodurch sie neutralisiert werden und
ihre Energie verlieren. Die stets unvermeidbare Ber•uhrung Plasma-Werksto� wird in die
Divertorkammer verlegt.

Das Hauptplasma liegt thermisch isoliert innerhalb des Separatrixteiles um den Tokamak-
strom. Durch W•armeleitung und durch Di�usion werden ein Teil der in das Plasma eingespeis-
ten Leistung und die Plasmateilchen selbst senkrecht zu denMagnetfeldlinien transportiert.
Der nicht durch W•armeleitung trnsportierten Anteil der in das Plasma eingespeisten Leistung
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verl•asst das Plasma durch Strahlung und gelangt nahezu isotrop zur ersten Wand.
Nach dem•Uberschreiten der Separatrix str•omt das Plasma l•angs derFeldlinien ausserhalb

der Separatrix zu den Divertorplatten (DP). Es bildet sich eine d•unne Plasmaschicht, der
Scrape O� Layer = SOL (Absch•alschicht), der die ganze Separatrix bedeckt. Die Breite
des SOL hat typisch die Gr•osse von einigen Zentimeter. Die Str•omungszeit des Plasmas
l•angs der Feldlinien zu den Divertorplatten ist relativ kurz. Die Transportprozesse senkrecht
zum Magnetfeld sind zu langsam, um den SOL w•ahrend der kurzen Str•omungszeit des SOL-
Plasmas zu den DP aufzuweiten. Deshalb kann sich nur ein ziemlich schmaler SOL ausbilden.
Die meisten Verunreinigungen, aber auch k•uhles Deuteriumbzw. Tritium werden auf dieser
Weise abgef•uhrt.

Die Divertorplatten sind die am st•arksten belasteten Teile eines Fusionsexperiments. Das
entstehende Neutralgas baut in den Diverterkammern einen gegen•uber dem Plasmahauptraum
h•oheren Druck auf und kann deshalb leichter abgepumpt werden. Man sch•atzt, dass ca
90% der ein einem Reaktor entstehenden� - Teilchen auf diese Weise abgef•uhrt werden kann.
Ebenso k•onnen die st•orenden Verunreinigungen aus dem Plasma entfernt werden. Eine Solche
Anordnung heisst Divertor (Ablenker) und bietet den zur Zeit besten Schutz des Plasmas vor
Verunreinigungen.
•Uberraschend haben die ersten Experimente mit einem Divertor (Asdex 1982) auch gezeigt
dass man mit einem Divertor auch bessere Einschlusszeiten erreichen kann. Dies hat mit der
Erzeugung von sog. Transportbarrieren zu tun. (s. den n•achsten Abschnitt)

Figure 74: The JET tokamak in limiter and Divertor operational modes. L imiter plasmas have a
poloidal cross-section boundary which is closed in space. This means that any impurities
arising from wall interactions or fusion products recycling at the wall are ionized within
the main plasma and contained. In single-null divertor (SND) plasmas, the plasma
boundary is altered by external magnetic �elds to form an open surface along which
ionized impurities travel to a special target area where they are removed by large
capacity pumps.

Ein Zusatzliches Problem ist "Recycling" das in der N•ahe des heissen Plasmas statt�ndet
und zu einer Abk•uhlung des Plasmarandes f•uhrt. Energetische Ionen aus dem Plasma tre�en
auf die Wand, geben ihre kinetische und Ionisationsenergie(d.h. 13,6 eV/Ion) ab. Dann
di�undieren sie wieder ins Plasma, werden dort ionisiert, werden wieder an die Wand gesp•ult,
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usw. Dieses Problem wird auch mit einem Divertor gel•ost.
Hier werden die Poloidalfeldspulen genutzt, um das Magnetfeld so zu •andern, dass Feldlinien,
die in der N•ahe des Vakuumgef•asses verlaufen, nicht mehr helikal um den Torus herumf•uhren,
sondern nach ca. 1,5 toroidalen Umdrehungen in die Divertorkammer geleitet werden. Neben
der stark reduzierten Wahrscheinlichkeit daf•ur, dass erodierte Atome das Plasma erreichen
k•onnen, entsteht in der Divertorkammer durch Recycling (hier gewollt) eine h•ohere Plas-
madichte und dadurch eine niedrigere Temperatur. Dadurch k•onnen die dort neutralisierten
Gase (D,T,He, usw) besser abgepumpt werden. Die zus•atzliche •aussere poloidale Felder

Figure 75: Physics elements of a divertor

verformen im Allgemeinen den Plasmaquerschnitt, wobei maneine stehende Ellipse w•ahlt,
um die MHD-Stabilit•at zu erh•ohen.
Ein weiterer (wichtiger) Vorteil, vor allem f•ur den Plasmaeinschlu�, ist eine h•ohere Temper-
atur des Hauptplasmarandes, die durch die Verminderung derVerunreinigungen sowie weniger
Recycling am Hauptplasmarand hervorgerufen wird. Die kleineren Temperaturgradienten im
Hauptplasma sind sehr vorteilhaft f•ur den Einschluss. Abb. 76 zeigt eine vorgeschlagenen
Anordnung eines ringfoermigen Divertors in einem Fusionsreaktor.
Auch in einem Stellarator ist es m•oglich, durch Einstelleneiner geeigneten Form des Mag-
netfeldes (in diesem Fall ohne Zusatzspulen), das Plasma weniger von den Limitern, sondern
mehr durch eine magnetische Separatrix zu begrenzen. 1992 war somit im Wendelstein7-AS
erstmals gelungen, die bei den Tokamaks verbesserten Einschlusseigenschaften auch in einem
Stellarator zu beobachten.
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Figure 76:

4.7 Neue Entwicklungen
Der Divertor ist sehr wichtig f•ur den verbesserten Einschluss und Stabilit•at, die man seit
den 1980'er Jahren und vor allem seit 1990 erreicht hat. (beimagnetischeingeschlossenen
Plasma). Es ist gelungen, die notwendigen Ionentemperaturen (mit Hilfe NBI) zu erreichen
und sogar zu •ubertre�en! (Ti > 30 keV)
Wichtiger: die Einschlusseigenschaften des toroidalen Magnetsystem sind erheblich
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Verbessert worden. Die notwendige Dichten und Einschlusszeiten konnten (einzeln) erreicht
werden und die Plasmaenergie und Plasmadruck konnten soweit erh•oht werden, das
QDT & 1 m•oglich ist.
In den 1980'er Jahren wurden empirisches Skalierungsgesetze (z.B. dass� E fast linear mit
dem Plasmastrom steigt) entdeckt. Allerdings gibt es Instabilit•aten, wenn I p zu gross wird.
Die Ergebnisse sind einigermassen reproduzierbar.

Figure 77: Scaling in tokamaks.

Dazu wurden 1-D Transport Codes entwickelt und eingesetzt.(ELM=Edge Localized Mode;
mehr sp•ater)
Sehr wichtig war auch die Entdeckung der sog. H-Mode (High Con�nement); der Einschluss
wurde viel besser. Unter bestimmten Bedingungen (unter anderemPHeiz > Schwelle und
Vorhandensein eines Divertors) springt das Plasma in einenZustand mit wesentlich
besserem Einschluss um.
Bild: Bei der L-Mode ist � E / I p=

p
PHeiz (Abb. 78). Bei der H-Mode ist � E ein Faktor 2

gr•osser und fast unabh•angig vonPHeiz sowie von treibenden Kr•aften (z.B. Impuls zufuhr
durch NBI) abh•angig (s. Abb. 78). Voraussetzung f•ur den•Ubergang ist eine ausreichend
hohe Elektronentemperatur von etwa 100 eV im Bereich der Separatrix. Der
Divertorkon�guration erm•oglicht dies durch die Trennung des Separatrixbereichs von dem
Bereich vor den Targetplatten mit kaltem Plasma.
Wichtig sind die elektromagnetischen Fluktuationen (s. Abb. 79), sowie sog.
\Ausgleichsstr•ome", die entlang der magnetischen Feldlinien (insbes. derjenigen mit
rationalem Sicherheitsfaktor q, da diese nach einigen toroidalen Uml•aufen wieder in sich
selbst tre�en). Diese Str•ome erzeugen St•orungen in der Magnetfeldtopologie und f•uhren zu
einer Verschlechterung des Plasma-Einschlusses. Diese elektromagnetische Fluktuationen
f•uhren zu Turbulenzerscheinungen, die eine Art radiale Winkel (bzw \Jets") bilden und so
Energie und Teilchen vom Plasma Zentrum zum Plasma Rand Transportieren.
Mit einem sogenannten verscherten Fluss kann man diese Turbulenzstrukturen zerst•oren
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Figure 78: Increase in energy con�nement time with transition to the hi gh-con�nement mode.

Figure 79: Transition to the high-con�nement mode in a tokamak. As the H -mode sets in (vertical
dotted line), (a) the radial gradient in the radial electric �eld increases suddenly in the
transport barrier, implying a sheared 
ow. At the same time, the density 
uctuations
decrease (b) and the electron pressure gradient increases (c). Figure from "`New Physics
in Fusion Plasma Con�nement"' by R.D. Hazeltine and S.C. Prager, Physics Today,
July 2002.
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und so den Energie- und Teilchen-Einschluss verbessern. Dies f•uhrt zu einer
Transportbarriere am Plasmarand.

Figure 80: Suppression of turbulence with sheared poloidal 
ow.

Figure 81: Poloidal 
ow induced by radial electric �eld.

Ohne Verscherung sind die (elektrostatischen)•Aquipotential
•achen radial und sind auch in
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einem grossen Bereich des Plasmas ausgedehnt. Damit gibt esein poloidales E-Feld und
somit ein ~E � ~B-Drift nach aussen.
Man glaubte, dass toroidale und poloidale Rotationspro�le, die aufgrund von Impulszufuhr
(NBI) oder Stromtreiben (LH in JET, ECCD in Asdex) oder durch die Turbulenz selbst
hervorgerufen werden, k•onnen ein radiales E-Feld induzieren (in einem d•unneren (einige cm
Dick) Schicht, was die Turbulenzstrukturen aufbricht).

Figure 82: Formation of transport barrier with a sheared poloidal ~E � ~B 
ow.

Etwas sp•ater entdeckte man, dass man •ahnliche Transportbarriere weiter in Richtung
Zentrum auch induzieren kann (internes Transportbarriereoder ITB).
In a tokamak the current density is usually largest at the magnetic axis. In this case, q(r)
rises from the center to the edge of the plasma. One can use noninductive current drive
and/or the bootstrap current to manipulate the current density pro�le to have a maximum
away from the center. In this case ofreverse shear, the safety factor q has a minimum away
from the center.
Dies passiert vor allem, wenn das Stromdichtepro�l so manipuliert werden kann, dass die
Turbulenzstruktur sich in einem Bereich mitdq=dr' 0 (Reversed magnetic shear)
abgebrochen werden; s. Fig. 83).
Wie wird dies gemacht?
JET: o�-axis current drive with LH-heating during current r amp-up.
JAPAN: NBI (mostly)
Asdex: ECCD (mit einem 140 GHz gyrotron)
Merke: Wenn die Turbulenzstrukturen zerst•ort werden, unddie Dichte Fluktuationen
reduziert, werden die Gradienten (Dichte und Temperatur) steiler.
Man beobachtet: die Turbulenzerscheinungen, die den Plasmatransport bestimmen, h•angen
vom Plasmazustand ab. z.B. die Turbulenz der Ionen zeigt einSchwellenverhalten, wobei
die Turbulenz erst bei einem bestimmten Temperaturgradienten einsetzt, der wiederum von
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Figure 83: Plasma turbulence can extend over a large region of the plasma, reducing con�nement.
If the con�ning magnetic �eld has a particular structure kno wn as negative shear
a virtual con�nemnt wall called an "internal transport barr ier" (ITB) appears that
prevents turbulence induced thermal 
ow out of the core. It is associates with sheared
( ~E � ~B) 
ow and can be induced by controlling the plasma current distribution such
that it is hollow. There is then a region in which dq=dr < 0; this is the reason for the
name negative shear. Near the region in whichdq=dr < 0, turbulence structures are
broken up and the growth rate of instabilities is reduced.

der Temperatur abh•angt. Bei gr•osseren Temperaturgradienten wird der Einschluss wieder
schlechter. Man kann dies teilweise umgehen, indem man einem•oglichst hohe Temperaturen
am Plasmarand erzielt. Diese hohe Temperatur am Rand stelltsich ein, wenn die Turbulenz
in dem schon erw•ahnten schmalen Bereich innerhalb der Seperatrix durch ein radiales
E-Feld und durch ein an dieser Stelle verschertes Magnetfeld stabilisiert wird. Das E-Feld
entsteht als Ergebnis eines Druckgradients. Um die Turbulenz zu unterdr•ucken ist ein
minimaler Druckgradient am Plasmarand erforderlich. Dieswird mit Zusatzheizung erzeugt.
Aufwendige Computer-Simulationen wurden hierf•ur entwickelt. Somit kann man sogenannte
\Advanced Tokamaks" entwickeln (deren De�nition ist zeitabh•angig).
Ausser der erh•ohten Flexibilit•at im Stromdichtepro�l un d dem Ausnutzen von
Transportbarrieren, um die Energieeinschlusszeit zu erh•ohen, kann man ein Druckpro�l
erzeugen, welches zu einem hohen Anteil selbstgeneriertenStroms (\Bootstrap current")
f•uhrt. Zusammen mit externem nicht induktiven Stromtrieb durch Plasmaheizsystem n•otig,
um das Stromdichtepro�l zu manipuliern) k•onnte dies zu viel l•angeren Pulse, bzw.
station•aren Betrieb f•uhren.

Bootstrap current
Verursacht durch Di�usion (nach aussen) von heissem Plasmaaufgrund St•osse. Man
betrachte 2 benachbarte Bananenbahnen (hier projeziert) auf die Poloidale Ebene. die
Bewegung ist trotzdem im wesentlichen Toroidal.
Die •uberlagerung der Larmorbahnen in benachbartem Bananenbahnen) diamagnetische
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Figure 84:

Strom ? ~B und ?r p; wenn die Dichte nicht homogen ist.

~u? =
~E � ~B

B 2
+

kB T
nq

~B � r n
B 2

hier ist ~Hk klein und die \gefangene" Teilchen geben einen (fast) toroidalen Strom wennr p
(oder r n) radial ist.

Transportbarriere
Das Existenz von Transportbarrieren ist wichtig. Diese entstehen am Plasmarand bei dem
•Ubergang zur H-Mode. Die oben beschriebene interne Transportbarriere (ITB) entstehen
zus•atzlich und bringen noch bessere Ergebnisse.
Die Einschlusszeit wird auch erh•oht, wenn die Ionendichtein der Mitte das Plasma erh•oht
wird (z.B. mit Pellet injektion zum Plasma-Strom) und am Rande reduziert. Ausserdem
sollen m•oglichst wenige Verunreinigungen in der Mitte vorhanden sein. Eine kleinere
Randdichte bedeutet weniger Verluste. Auch werden einige Instabilit•aten unterdr•uckt.
Aber wenn die interne Transportbarriere zu e�ektiv werden,werden� -Teilchen und sonstige
Verunreinigungen auch eingeschlossen und k•onnen das Plasma nicht verlassen. Der
verbesserte Einschluss wird nachgewiesen, in dem die Intensit•at der D � -Linienstrahlung
pl•otzlich sinkt.
Die Anh•aufung von Verunreinigungen l•asst sich reduzieren, indem man die Entwicklung von
periodischen kleinen Instabilit•aten am Plasmarand (EdgeLocalized Modes oder ELM's)
erlaubt. Solange diese nicht zu gross sind, kontrollieren sie die Dichte der Verunreinigungen
ohne dass der Einschluss zu sehr beeintr•achtigt wird oder dass der Divertor zu stark belastet
wird. Die Dichtepro�l kann auch mit Hilfe von ECRH abge
acht werden.
Ausserdem wird der Einschluss verbessert, wenn alles im Plasma-Gef•ass mit niedrig Z
Material (Be ode Bor) beschichtet wird. Es gibt weniger Verluste durch Linienstrahlung
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Figure 85: Im Jahr 1996 wurde QDT ' 1; 05 mit einem DD-Plasma und einem Magnetfeld mit
"`negative shear"' erreicht. Hier war � E ' 1 s, Wplasma ' 11 MJ, I plasma ' 2,8 MA,
und Zusatzheizung ' 17 MW. Im Jahr wurde QDT ' 1; 25 erreicht, mit Hilfe eines
W-F•ormigen gepumpten Divertor. Wie erwartet, wurde den h•oheren Wert von QDT

auf Grund weniger Verunreinigungen erreicht.

(wichtig in der Mitte) und weniger Verd•unnung (da weniger Verunreinigungen). Mit
Be-Beschichtung hat JET WertenD =ne ' 0; 9 erreicht.
Die Divertorgeometrie hat einen starken Ein
uss auf die Plasmaparameter im Divertor, und
dabei auch auf dem ganzen Plasmarand. In Jaeri wurde ein besonderer W-F•ormiger
gepumpter Divertor eingesetzt, um die Verunreinigungen zuminimieren. Zusammen mit
einem Magnetfeld mit "`reversed magnetic shear"', was zu einem ITB f•uhrt, konnte ein
Plasma dasQDT > 1 entspricht hergestellt werden (Abb. 85).•Ahnliche Werte von QDT

wurden auch bei JET erreicht.

Stabilit•at/Skalierung Kruskal-Shafranov Grenze
Wir haben gesehen, dass die Energieeinschlusszeit mit dem Plasmastrom steigt. Aber
MHD-Instabilit•aten begrenzen den Plasma Strom.
a) Kruskal Grenze

q(a) > 1(oder 2))
�I p

2�a
<

aBT

R
b) der Druck

p =
X

j

nj (kB Tj ) =
�B 2

T

2� o

hpi (oder � ) soll m•oglichst gross sein, da die Fusionsleitung/ n2(kB T)2 / � 2B 2
T =2� 0

Aber das Plasma ist instabil, wenn� & einige %

101



Troyen hat eine weitere Grenze hergeleitet:

� (%) . 3I (MA )=[a(m)B(T)]

(f•ur ein rundes Plasma)
Die Troyon-Grenze konnte in Experimenten bei ASDEX, JET undTFTR best•atigt werden.
Wenn das Plasma asymmetrisch ist (z.B. bei einem elliptischen Plasma ist
aef f =

p
a1a2 > a 1)

kann man diese Grenze etwas (� bis 7%-11%) erh•ohen. Am D3D in San Diego (USA), das
mit einem f•ur h•ohere � g•unstigen elongierte Plasmaquerschnitt (a1 6= a2) mit Dreieckigkeit
ausger•ustet ist, wurden� -Werte im Berich von 7% bis 11% erreicht. Der Form des
Plasmaquerschnitts wurde beim D3D-Tokamak bestimmt durchpoloidalen Spulen und
einem Divertor.
Die Stabilit•at wird auch bei gr•osseren Verh•altnissena=R verbessert.
Inzwischen de�niert man.

� T or =
hpi

B 2
T =2� 0

� pol =
hpi

B 2
p=2� 0

� N =
� tor (%)

I (MA )=BT (T)a(m)

Wie gesagt, gilt � N < 3 f•ur ein rundes Plasma. Mit anderen Plasma Formen kann man dies
etwas erh•ohen.
Die Elongation des Plasmas wird mit Hilfe von Vertikalfeldspulen erreicht. Die Elongation
erh•oht die Plasmaquerschnitts
•ache. Dann k•onnen gr•ossere Str•ome bei gleicher Stromdichte

iessen. Aber die M•oglichkeit ist begrenzt. Vertikale Instabilit•aten erlauben einen Faktor
von maximal etwa 2.
Reissmoden
Hier handelt es sich um sog. \Neoclassical Tearing Modes" (NTM). Es bilden sich
\magnetische Inseln" bei q rational. Dies f•uhrt zu einem Kurzschluss f•ur W•armetransport.
Man kann dies mit ECCD entgegenwirken; s. Abb. 87.

4.7.1 Ein
uss des Plasmarands

Obwohl der Einschluss besser ist mit einer (in der Mitte gespitzen Dichteverteilung, die in
einem Reaktor entstehenden� -Teilchen (und auch sonstige Verunreinigungen) m•ussen
entfernt werden. Es gibt Hinweise, dass schwache Instabilit•aten (Edge Localized Modes,
ELM's) n•utzlich sein k•onnen, um die Verunreinigungen ausder Mitte und zum Plasmarand
zu transportieren. Es ist auch so, dass die Randeigenschaften den Einschluss in der Mitte
beein
ussen. (Rand entspricht einer Schicht, ca. •aussere5-10% des Plasmaradius).
Man ist nun soweit mit der Heizleistung, dass die Energie
ussdichte durch die
Randschichten des Plasmas fast die erwarteten Gr•ossenordung eines Reaktors erreicht.
Hiermit kann man die Plasma Wand Wechselweirkung untersuche. Dies ist wichtig, weil es
eine Schl•usselrolle spielt.
Die Betriebsparameter sind durch Instabilit•aten begrenzt, vor allem bei h•oheren Dichten.
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Figure 86: As plasma shaping is optimized, with broad pressure pro�lesand a hollow current pro�le
to produce reverse magnetic shear, the so-called "`kink instability"' is suppressed and
� N > 5 is achievable.

Figure 87: neoclassical tearing modes
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Beispiel: wenn die Randtemperatur [T(a � (2 � 3 cm))] zu klein ist (. 100eV) ist das
Randplasma kalt, was wiederum bedeutet, dass� el zu gross wird. Die Energieverluste durch
Strahlung werden auch h•oher, das Plasma k•uhlt weiter ab, die elektrische Stromdichte wird
reduziert und MHD-Instabilit•aten (verursacht durch Rekonnektion??) zerst•oren das Plasma.
Andererseits soll die Randtemperatur nicht zu hoch sein (gew•unscht:
Te(a � 2 cm) . 300eV) damit die ELM's die Verunreinigungen wegtransportieren k•onnen.
Diese ELM's verschwinden, wennTe & 300eV am Rand. Aber bei Asdex gab es keine
H-Mode, wennTe(Rand) < 200eV. Diese Sachen h•angen u.A. von der Geometrie des
Divertor ab. Die •Ubergangstemperatur wird etwas erh•oht bei gr•osserem Magnetfeld und
Plasmastrom. (aberTSOL soll klein bleiben).
In einem Reaktor erwartet man, dass die Energieerzeugung ca. 1500 MW sein wird (oder
mehr?). Ein grosser Teil dieser Energie wird in der Form von Fusionsneutronen gross
•achig
auf den W•anden des Gef•asses abgeladen. Aber 15-20% dieserLeistung wird auf den
Divertorplatten deponiert. Dies ist viel, weil die Plattennicht sehr gross sind
(Leistungsdichte � 10 MW=m2 ' 1 kW=cm2) Wenn Teilchen auf die Platten prallen, wird
Material abgetragen (bis einige cm/Jahr). Dies ist eigentlich zu viel.
Eine m•ogliche Hilfe haben neuere Experimente gezeigt. Damit die gesamte Energie nicht in
Form schneller Plasma Teilchen auf die Divertor-Platten deponiert wird, werden in die
Randschicht des Plasmas gezielt Verunreinigungen eingeblasen. (Bei Asdex war es Neon;
genaueres war schwer zu �nden). Bei JET war es Sticksto�; dieMenge ist wieder nicht
bekannt. Durch Wechselwirkung mit dem Plasma werden diese Atome angeregt und frangen
an zu leuchten. So wird ein Teil der Energie in Form von UV- oder weicher
R•ontgenstrahlung aus dem Plasma entfernt (Radiative Divertor Plasma) erst seit Mitte der
1990's!

Figure 88: recombining divertor plasma
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Figure 89: divertor detachment

Im Plasma Zentrum muss eine solche Abk•uhlung vermieden werden. Am Plasma Rand ist
sie dagegen n•utzlich., Bevor die Plasmateilchen auf die Divertorplatten ankommen, haben
sie einen (grossen) Teil ihrer Energie an den Neon- (bzw. Sticksto� oder ...)-Atomen
abgegeben. In Asdex-U hat man auf dieser Art und Weise •uber 90% der Leistung, die als
Heizung in das Plasma eingef•uhrt wurden, in Lichtstrahlung umgewandelt und gross
•achig
verteilt auf die Gef•ass-W•anden wieder aus dem Plasma gef•uhrt (z.B. 8 MW Heizleistung
f•uhrten so zu einer nur geringf•ugigen Erhitzung der Divertorplatten).
Bei JET mit einer •ahnlichen (Sticksto�, statt Neon) Anordn ung, in einem sog.
ELMy-H-Mode und 24MW Heizleistung fand manTDIV . 350� C f•ur 2,5 sek.
Weil die heissen Plasmazonen \abgel•ost" in sicherer Entfernung von den Divertorplatten
liegen, wird dieser Zustand \CDH-Regime" (completely Detached High con�nement)
genannt. Die W•arme Isolation entspricht den g•unstigen Werten des H-Regimes.
Ein zus•atzlicher Vorteil dieses Verfahren: In normalen H-Regime wirken kleine
Rand-Instabilit•aten des Plasmas (Edge Localized Mode = ELM) belastend f•ur die
Divertorplatten, weil sie Energie und Plasma Teilchen schlagartig und geb•undelt auf die
Platten werfen. Andererseits bewirken sie, dass Verunreinigungen aus dem Plasma entfernt
werden. Man w•unscht schw•acherer aber h•au�gerer ELM's und erh•alt diese im CDH-Regime.
Nun ho�t man, dass in allen Zuk•unftigen Experimenten so ein\Strahlende Randschicht"
erreicht werden kann. Hinweise daf•ur gibt es aus JET, Asdex, Textor und W7AS (kleine
Stellarator).
Zus•atzlich soll man auch die Gestaltung der Divertorplatten optimieren (Beispiel - JAERI);
Materialforschung ist f•ur diesen Zweck auch notwendig.
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4.7.2 Ergebnisse mit Stellaratoren

Vorteile : Kein Plasmastrom und deshalb keine Disruptions Dauerstrich Betrieb ist viel
einfacher.
Bisherige Experimente in Garching best•atigen die Optimierungskriterien (es gibt auch ein
Experiment in Japan, aber hier sind die technischen Grenzender Magnetkonstruktion
erreicht worden). Die Tabelle zeigt Parameter f•ur das Experiment W7-AS, sowie f•ur die
geplante Maschine W7-X im Bau, in Greifswald).
W7-X wird mit JET in der Gr•osse Vergleichbar; man erwartet T bis 5 keV und� max � 4%.

W7-AS W7-X (geplant)
Grosser RadiusR(m) 2,0 5,5

hai mittel (m) 0,18 0,53
BT or (max)T 2,5 3

Heizleistung (MW) 6,1 (20)
ECRH 2,1 (10)
NBI 2,6 < 10

ICRH 0,5 < 4
Plasma Volumen (m3) 1 30

Pulsdauer (s) � 3 > 30
Rot transf. 0,3-0,6 0.8 (Achse)

Erreicht in W7-AS mit kombiniertem ECRH-NBI:

ne(1020m� 3) � 3
Te(keV) 2
Ti (keV) 0,43

� (%) 1,7 (theoretische Maximum 2%)

Ein besonders wichtiges Ergebnis war der Nachweis, dass im Divertorbetrieb schon in
Wendelstein7-AS nahezu station•are Entladungen bei hoherPlasmadichte und grosser
Heizleistung m•oglich sind. Der zug•angliche Parameterbereich wurde erheblich erweitert.
Ende Juli 2002 wurden die Experimente an Wendelstein7-AS abgeschlossen.
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Figure 90: schematic of the W7X-stellarator

4.7.3 Experimente mit D-T Mischungen

Aus Strahlenschutzgr•unden wurden die meisten Experimente mit Wassersto� oder
Deuterium durchgef•uhrt, und dann errechnet, wie viele Fusionsenergie mit einer 50-50% DT
Mischung herraus kommen w•urde.
Die erste Ausnahme : 1991 bei JET.
Da wurde eineD=T = 86%=14% Mischung benutzt. AusserdemnD + nT = 2:4 � 1019m� 3

(ne ' 3; 6 � 1019m� 3), Zef f ' 2; 4, � e ' 0; 9s Ti (0) ' 2Te(0) =18,8 keV, I p =3,1 MA,
BT ' 2,8 T ein Tripelprodukt (nD + nT )Ti � E ' 4 � 1020m� 3 keV m� 3s und eine
Fusionsleistung von 1,7 MW. �neutron;max ' 6 � 1017 n/s produziert (gemessen aus der Beute
von 7; 2 � 1017 Neutronen mit 14 MeV Energie (entsprichtWfus � 2 MJ). Die Heizleistung
Betrug 14,5 MW und die Entladungsdauer ca 2s.
Nach diesen Experimenten in Dezember wurden (ab folgendem Februar) umgebaut. Das
Experiment wurde mit nur 14% Tritium durchgef•uhrt, damit d er Umbau nach den
Weihnachtsferien statt�nden konnte.
2 Jahre sp•ater, kurz bevor das Experiment TFTR in Princetonstillgelegt wurde, hat man
eine Experiementellen Reihe mit 50%/50% DT durchgef•uhrt.Die Heizleistung betrug mehr
als 40 MW mit nD + nT ' 6; 7 � 1019m� 3 in der Mitte (es wurde viel mit NBI, H +

3 Ionen
gemacht), Hier wurde eine Fusionsleistung von 10,7 MW erreicht.
Andere Parameter : � E ' 0,18 s,Ti ' 36 keV, Te(0) = 13 keV, I p ' 2,7 MA, B = 5,5 T,
Tripelprodukt ' 4; 4 � 1020m� 3 keV s, Q ' 0; 27, Entladungsdauer' 0,2 s.
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Dann in 1997/98 hat JET wieder mit Tritium experimentiert. Diesmal mit
nD =nT = 50%=50%.
a) Rekord Leistung (Shot 42976 (16MW ) Abb. 91)
I p=4,2 MA, B=3,8 T, Pfus =Pin � 0; 6, Ti > 20 keV, Te bis 10 keV,Pfus = 16,1 MW.

Figure 91: High power experiment at 4.2 MA ant 3.8 T (pulse No.42976) showing world record
fusion power produced of 16 MW.

b) Rekord WF us = 21; 7MJ (Shot 42982, in 1998; Abb. 92)
I p =3,8 MA, B � 3,8 T, Pin = 24 MW, Ti = Te � 8 keV, Q � 0; 2 f•ur 5 sec. Hier hat man NBI
mit Tritium zur Heizung benutzt, um eine h•ohere e�ektive Ionentemperatur zu erreichen.
Dabei wurden eine hohe Fusionsleistung und Q geopfert, um eine h•ohere� E und h•ohere
Wfus zu erreichen.

108



Figure 92: High power experiment at 3.8 MA ant 3.8 T (pulse No. 42982) showing world record
fusion energy produced of 21.7 MJ.

c) shot 42676 (Sept. 1997)
I p=3,6 MA, BT = 3,4 T, PNB = 18,7 MW, PICRH = 3,6 MW, ne(0) = 3 ; 8 � 1019m� 3,
nD (0) + nT (0) � 3; 0 � 1019m� 3, Zef f = 2; 1, Ti (0)= 23 keV, Te(0)= 14 keV, � e � 0,9 s;
Pfus � 12,9 MW (� 10%), WF us � 12,5 MJ (� 10%), (nD + nT )Ti � E � 6 � 1020m� 3 keV s (in
der Plasma Mitte).

4.8 Weitere Probleme
Thermomechanische Probleme in der ersten Wand und vor allemim Divertor
Strahlungssch•aden, Aktivierung des Strukturmaterials,usw.
Zuerst Bilder mit den Hauptkomponenten eines m•oglichen Fusionsreaktors.
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Figure 93: Schematische Darstellung der gunds•atzlichen Funktionsweise eines stromliefernden DT-
Fusionsreaktors. Der obere Teil des Bildes zeigt einen Schnitt durch die ringf•ormige
Anordnug, in deren Innerem das hei�e DT Fusionsplasma eingeschlossen ist.

Zwischen den Magnetspulen und dem Plasma stehen eine erste Gef•a�wand, ein
(Brut)Mantel und weitere Abschirmung.
Die 1.Wand h•alt Vakuum f•ur das Plasma. Im Plasma sollen dieFusionreaktionen
statt�nden. Die geladenen Teilchen bleiben im Plasma, die ungeladenen Neutronen knallen
auf die Wand. Ca. 80% davon gehen direkt durch und werden erstim Mantel (Blanket)
gestoppt.

Figure 94: Kraftwerk

Anzumerken: Der Neutron
uss an der ersten Wand betr•agt ca.3 MW/ m2 in einer
Reaktion. Die Lebensdauer der Sto�e f•ur die erste Wand, sowie sie durch Neutronen
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aktiviert werden, ist wichtig. SiC w•are attraktiv, weil di e Aktivierungsprodukte alle
kurzlebig sind. Aber es kann keine Disruption vertragen. Zuerst wird der Stahl (mit
besonderen Legierungselementen) benutzt, ggf mit Bor oderBeryllium beschichtet.
Im Blanket �nden die Brutreaktionen
n+ 6Li ! 4He +T, n + 7Li ! 4He +T +n statt.
Auch geben die Neutronen ihre Energie in Form von W•arme ab, die •uber konventionelle
W•armetauscher an Turbinen zwecks Stromerzeugung abgef•uhrt wird.
Vom Standpunkt der Brute�zienz w•are 
•ussiges Lithium als Blanket-Mantel sehr geeignet.
Aber die Gefahr einer chemischen Explosion bei Kontakt mit Wasser ist gro�. Deshalb
werden Alternativen untersucht. Eines ist, etwa wie 
•ussiges Lithium-Blei: Li 17P b83 (oder
•ahnlich). Eine andere ist Lithiumhaltige Keramiken (Li2O oder Li2ZrO3 oder Li4SiO4). Alle
Alternativen haben Probleme und mindestens zwei davon werden in ITER erprobt. FZK
arbeitet auf die Entwicklung einer diesen Alternativen (Helium-gek•ulten Feststo�blanket
mit Li 4SiO4). Auch werden an Untersuchungen zu einem Fl•ussigmetall-Blanket
(Helium-gek•ultes Lithium-Blei) gearbeitet.
Weitere Abschirmung sorgt daf•ur, dass die Magnete keine Strahlungssch•aden erleiden und
dass keine Strahlung in die Umwelt gelangt.
Das Helium (und Verunreinigungen, die vom der ersten Wand beim Aufschlagen von
Plasmateilchen freigesetzt werden) wird abgepumpt ("Asche") { meistens in der
Divertorn•ahe. Mitgepumpt wird Brennsto�; dies muss getrennt werden und passend
"entsorgt" oder wieder in den Brennsto�kreislauf gebrachtwerden. Die 14-MeV Neutronen
tragen ca. 80% der Fusionsleistung, 
iegen meistens durch die erste Wand und werden im
Blanket absorbiert. Neben Tritum br•uten und Energie f•ur Stromerzeugung abgeben,
aktivieren sie das Struckturmaterial. Beim Durchdringen der ersten Wand sto�en sie mit
Gitteratomen des Materials. Die Gitteratome werden von ihren Pl•atzen verlagert und
hinterlassen Leerstellen. Man kann absch•atzen, wie oft ein Atom verlagert wird in einem
Jahr (f•ur jede MW/ m2 Belastung). 1MW/m2 Belastung entspricht ca.
4 � 1017 Neutronen/m2s (oder 3; 46� 1022 Neutronen/(m2 Tag)) (1 Tag = 86400 s).
Im Edelstahl wird jedes Atom 10-20 mal verlagert (in einem Jahr). Da die verlagerten
Atome im Material bleiben, und die meisten Leerstellen nachgef•ullt werden, geht das
Material nicht sofort Kaputt, aber es ist o�ensichtlich, dass man mit Schwierigkeiten
rechnen kann. Ein Ma� f•ur die Sch•adigung ist der Displacement per Atom (dpa).
1dpa ) jedes Gitteratom im Material wird einmal verlagert. Dies wird bei einer Bestrahlung
mit ca. 1021 Neutronen/m2 verursacht. Bei einer Belastung von 1MW/m2 entspricht dies
etwa 0,035 dpa/Tag (oder 10 dpa/Jahr). Bei einem Reaktor erwartet man das dreifache.
Dazu kommt die Tatsache, dass durch Transmutation neue Elemente entstehen. Die
14-MeV Neutronen manchen inelastische St•o�e mit Gitteratomen (Kernanregung gefolgt
von Emission von
 , p, n, � , 3He usw). Was •ubrig bleibt ist oft radioaktiv. Wassersto� und
(vor allem) Helium, der so produziert wird, f•uhrt zu Materialverspr•odung. Die sonstigen
Produkte •andern die chemische Zusammensetzung des Wand- (und Blanket) Materials und
dadurch auch die Materialeigenschaften.
Mit den zu erwarteten Neutronen
•ussen sind die sog. Sequentielle Reaktionen (Sto� eines
Atoms mit dem Produkt eines vorherigen Sto�esn + F e ! x + Y, dann x + F e ! ??) auch
zu erwarten.
Bei der Wechselwirkung des Plasmas mit der ersten Wand gibt es auch Ober
•achene�ekte
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Figure 95: Belastung der ersten Wand

(und die Wand muss gek•uhlt werden, Korrosion ist wahrscheinlich).

Volumene�ekte:
Ausser den schon behandelten E�ekten (Verlagerung der Gitter-Atomen, Aktivierung)
kommt hinzu, dass obwohl 99% der entstandenen Leerstellen wieder gef•ullt werden, 1%
davon bleiben in Zwischengitterpl•atzen. Dies verursachteine Schwellung des Materials
durch Vereinigung von Leerstellen zu Hohlr•aumen. Volumenzunahmen von einigen Prozent
pro Jahr sind m•oglich. Die mechanische Eigenschaften werden dadurch ge•andert
(Schwellung, Verspr•odung, Matrixh•artung). Heliumproduktion im Wandmaterial durch
Kernreaktionen f•uhrt auch zu Verspr•odung.

Ober
•achene�ekte:

1. Zerst•aubung: Aus dem Plasma entweichender Wassersto�-und He-Ionen schlagen
Atome aus der Wand und bewirken somit Wanderosion (bis mehrere mm/Jahr
Materialverlust).

2. Blasenbildung: � -Teilchen werden abgebremst durch St•o�e mit den Wandatomen. Sie
bleiben dann als He Gas im Material. Gasbl•aschen k•onnen entstehen, die die
Ober
•ache zum aufplatzen bringen.

3. Lichtbogenentladung: Auf der Materialober
•ache bildet sich im kleinen Bereich
(Durchmesser einige Mikrometer) hochdichten Plasmas, wasals Kathoden
eck
fungiert. Das Plasma wirkt als Anode. Bei einer Lichtbogenentladung 
ie�z ein
Strom, der die Wandober
•ache schmelzen kann. Es entstehenKrater.

4. W•armeschock: Bei einer St•orung im Plasma kann es zu Wandber•uhrung kommen und
an solchen Stellen kann auch eine Verdampfung der Ober
•ache statt �nden.

Typische Belastungen sind in einem Bereich von MW/m2, was ca. 1018 Neutronen/m2s
entsprecht.
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Abgel•oste Materie f•uhrt zu Verunreinigung des Plasmas. Ein Divertor hilft, diese wieder aus
dem Plasma zu entfernen.
Blanket-Struktur, wie gek•uhlt usw. wird noch studiert. Mehrere Konzepte sind in Gespr•ach
(noch mal): Fl•ussiges Li hat Vorteile als Brutmaterial, Neutronen-Moderator, aber ist
chemisch gef•ahrlich aktiv. Auch ist die Trennung Li-T schwer und MHD in Fl•ussigmetall !
hohe Pump-Widerstand.
Li-Blei Legierungen und Li- enthaltende Keramik werden auch untersucht. Experimente am
ITER sind vorgesehen.
Tritium-Entfernung aus dem Blanket ist nicht einfach. Es soll schnell erfolgen, damit
m•oglichst wenig Tritium im Blanket bleibt.
Erm•udung: der gepulste Betrieb eines Tokamak-Fusionsreaktors erzeugt W•armespannungen
(Betriebstemp. der Wand w•ahrend eines Pulses um 500� C, die zwischen Pulsen viel
weniger). Diese periodisch mechanische und thermische Belastung f•uhrt auch ohne
Strahlungssch•aden zu einer Erm•udung des Materials.
Leider kann man dies alles nicht sehr genau experimentell untersuchen, da keine ausreichend
starke Quelle f•ur 14-MeV Neutronen zur Verf•ugung steht. Daraus dergeben sich gro�e
Unsicherheiten •uber die Schadensausbildung in Form von Einzeldefekten, Defektkaskaden
und die zunehmende Tendenz zu inelastischen Wechselwirkung zwischen Neutronen und
Gitteratomen.
Fuel Recycling:
Die Leckage des Brennsto�es betr•agt' (10-20) mal der Verbrennungsrate. Etwa 10 mal
mehr D+T wird mit � -Teilchen und Verunreinigungen abgepumpt als verbrannt. Recycling
ist unentbehrlich (auchum das Tritium einzuhalten). Man muss mit Raten von 106 liter/s
bei 10� 8 Atm auspumpen k•onnen. Spezielle Kryopumpen erscheinen vielversprechend (diese
wurden am FZK entwickelt, das Projekt ist nun abgeschlossen).
Wenn der "Auspu�" von Verunreinigungen ges•aubert ist, muss man den unverbrannten
D+T trennen und in den richtigen Proportionen in das Plasma wieder injizieren.
Wahrscheinlich mittels Kryodistillation und Pellet injektion.
Tritiuminventar: Einige Kilogramm Tritium entspricht ein er Aktivit•at von ' 108 Ci
(1 Ci � 3; 65� 1010 Bq). Maximal 1 Ci/Tag darf aus dem Reaktor in die Umgebung gelangen!
Deswegen ist geplant, an jedemPunkt 2-3 Barrieren zu haben, um Tritium- Einschluss zu
gew•ahrleisten (auch das Tritium-Inventar ist so klein wiem•oglich zu halten). Jedes
Strukturelement (Rohr oder Container) wird doppelwandig sein. Tritium-R•uckhaltung wird
erschwert durch die Tendenz, aller Wassersto�-Isotope beihohen Temperaturen durch
Metallw•ande zu di�undieren. Au�erdem gibt es weitere Abschirmung um Reaktorhalle,
Trennungsanlage, usw. und ein zus•atzliches T-Reinigungssystem. Sonstige Radioaktivit•at
ist auch vorhanden (Wand und Brutmaterial) und ist dort eingesperrt. Der Umgang damit
h•angt von dem verwendeten Material ab.
Die Tabelle zeigt typische Belastungen, die bei ITER zu erwarten sind.
(Angenommen: 20000 Pulse bei Pulsl•angen im Bereich 200-1500 sek.)
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1.Wand Divertor
W•armebelastung (MW/ m2) � 0,5 � 10-15
Neutronen (MW/ m2) bis 3 0,6
Defektrate (dpa/sec) 3 � 10� 7 2 � 10� 7

Max. Zahl der Verlagerungen (dpa/Lebensdauer) 4 2,5
Integrale Wandbel.(MW-Jahr/m2) 0,25 0,15
Abtragung/Jahr einige mm einige cm!

Figure 96: Abklingkurven nach 2,5-j•ahriger Bestrahlungszeit (MWa/ m2) in einem typischen
Neutronenspektrum eines Fusionsreaktors. (OPTSTAB2 ist ein auf neidrige
Aktivierung optimierter austenitischer Stahl; "Hands-on level" ist die Freigrenze der
erlaubten Dosisrate, von der an man ohne direkte Schutzma�nahmen mit dem Werksto�
umgehen kann.)

Bei einem Plasmaabriss kommt f•ur eine kurze Zeit (10-50 ms)noch ein guter Faktor 10
mehr Belastung hinzu, Metall h•alt dies nicht aus. Die suchenach geeigneten Materialien ist
noch nicht abgeschlossen. Man braucht: Hitzebest•andigkeit, ohne Zerst•aubung
("Sputtering") und am Besten auch mit nur kurzlebigen Aktivierungsprodukten.
Beim Divertor ist die thermische und mechanische Belastung+ Zerst•aubung das
Hauptproblem. Die Sch•aden durch die Neutronenbelastung sind weniger als in der ersten
Wand.
Am Ende beleibt auch aktiviertes Strukturmaterial. Wohin damit?
Man versucht, Legierungen mit einer niedrigen Aktivierbarkeit und/oder schnellen
Abklingcharakteristik zu w•ahlen. Alles soll weniger gef•ahrlich sein, wenn Stahl ohneNickel
oder Molybd•an benutzt wird. Man ho�t, spezielle Stahllegierungen und/oder Keramik zu
�nden, die nach einige 100 Jahre ausreichend zerfallen.
Die Herstellung und Verarbeitung muss auch ber•ucksichtigt werden, sowie das
Erm•udungsverhalten.
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Die biologische Gef•ahrlichkeit ist weniger als bei Spaltreaktoren, da das zu aktivierenden
Materie eher Stahl und leichtere Elemente sind (� , 
 ,-Strahlung, statt � -Strahlung).
Am Anfang ist die Aktivit•at vergleichbar mit Spaltreaktor en, allerdings wird alles nach
einigen 100 Jahren nicht mehr sehr gef•ahrlich.
Die Wartung der Beh•alter und Divertor wird auf jeden Fall sehr teuer sein
(Wirtschaftlichkeit des Ganzen, angenommen es funktioniert laenger und zuverlaessiger als
ein Laborversuch!)
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•Ubungen

1. Berechnen Sie aus der Erhaltung von Energie und Impuls diekinetische Energie des
� -Teilchens und des Neutrons f•ur die Reaktion

d + t ! � + n + 17:6MeV

(im Schwerpunktsystem von d + t)

2. Ein Plasma hat eine zentralen IonentemperaturkTi = 20 keV und
Elektronentemperatur kTe = 8 keV, jeweils der Dichte 1020 m� 3.

a) Berechnen Sie den Plasmadrucknk(Ti + Te).
b) Wie gross ist die Gesamtenergie, die in dem Plasma gespeichert ist, wenn das
Plasmavolumen 1000m3 betr•agt? Vergleichen Sie diese mit der Energie, die zur
Verdampfung von 1 liter Wasser ben•otigt wird. Anfangstemperatur des Wassers ca 20� C)
c) Berechnen Sie den magnetischen Druck, der einem Magnetfeld von 1 T entspricht.
(magnetischer Druck = B 2=2� 0)
d) Um ein Fusionsplasma einzuschliessen, soll� = 2 � 0 < p > =B 2 � 0:1 sein. Wie gross
muss das Magnetfeld sein, um diese Bedingung f•ur die obigenParameter zu erf•ullen?

3. Das Lawson'sche Kriterion f•ur die Tr•agheitsfusion muss etwas umgeformt werden, da
bei den kurzen Zeiten Bremsstrahlung kaum eine Rolle spielt. Die kontrollierte Kernfusion
soll nun durch Aufheizung eines Deuterium/Tritium-Kugelserreicht werden. Die notwendige
Temperatur bleibt bei 15 keV. Die Fusionszeit ist ungef•ahrgegeben durch

� F =
n1

n1n2 < �v >
=

1
n2 < �v >

Dis soll kleiner als die freie Expansionszeit sein:

� F �
R

p
2kB T=mi

=
R
vth

Man nehme eine D-T Mischung an, mitn1 = n2 = ne=2 an. Bei einer Temperatur von
15 keV ist < �v > � 3 � 10� 16 cm3=s
Wie gross muss� m R mindestens sein, damit Fusion statt�ndet? Die Dichte von gefrorenem
Wassersto� ist 0.2 g/cm� 3. Sch•atzen Sie die Teilchendichte n ab. Sch•atzen Sie den
notwendigen Radius ab, und davon die Anzahl der Wassersto�-Atomen in der Kugel (isotop
egal). Wieviel Energie wird ben•otigt, um alle dieser Atomen auf 15 keV zu "`heizen"'?
Angenommen, dass alle Atomen "`verbrannt"' werden zu alpha-Teilchen, wie viele Energie
wird freigesetzt?
Was •andert sich, wenn die Dichte durch Komprimierung um einen Faktor 1000 erh•oht
werden kann?
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4. Ein Tokamak hat den grossen Radius R=2.6 m, kleinen Radiusa=0.9 m und ein
toroidales MagnetfeldBT = 5.0 T. Wie gross darf der Plasmastrom maximal sein, damit der
Sicherheitsfaktor am Plasmarand

qa =
a BT

R Bpol

gr•osser als 1 bleibt?

5. Der in einem Thompson-Streuung Diagnostik eingesetzte Laser hat die Wellenl•ange
� 0 = 700 nm. Welche Wellenl•ange� 0 hat das gestreute Licht, wenn es von einem Elektron
mit der kinetischen Energie 1 keV gestreut wird? (Wiederholung mit Energie 0,51 keV,
2 keV)

Der geplante Experimentalreaktor ITER
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5 Transport im Plasma

Hier ist gemeint: Di�usion, elektrische Leitf•ahigkeit, W•armetransport usw.
Man hat in der Praxis nie ein unendlich ausgedehntes, homogenes Plasma. In einem reellen
Plasma gibt es gradienten in Dichte, Temperatur, Druck usw.Dies f•uhrt zu Di�usion, wobei
das Plasma versucht, diese nicht gleichf•ormigen Eigenschaften auszugleichen.
Analog ist das Verhalten eines Tropfens Tinte in einem grossen Gef•ass Wasser. Die Tinte
di�undiert, bis die Farbe gleichm•assig verteilt wird. Dies passiert ohne eine treibenden
Kraft.
Die Di�usionsgeschwindigkeit wird durch St•osse kontrolliert.
Eine genaue Berechnung solcher Prozesse ist ziemlich kompliziert. Die Wahrscheinlichkeit,
dass St•osse zwischen Teilchen statt�nden h•angt von Teilchen Eigenschaften (Ladung,
Masse) sowie von der relativen Geschwindigkeit der Teilchen ab. Man muss dann •uber alle
m•oglichen Geschwindigkeiten mitteln. Die e�ektive Sto�frequenz h•angt dann von dem
betrachteten Prozess ab und ist auch mit Sicherheit unterschiedlich f•ur Elektronen und
Ionen.
Deshalb muss man die MHD erweitern (auf 2 Fl•ussigkeiten). In einem solchen Modell wird
jede Teilchen Sorte als eine Fl•ussgkeit behandelt. Die Fl•ussigkeiten durchdringen einander.
Beide erf•ullen eine Kontinuit•atsgleichung (hier ohne Quellterm oder Rekombination):

@n�
@t

+ r � (n� ~v� ) ' 0

(� =Ion oder Elektron), und eine Bewegungsgleichung

n� m�

� @~v�
@t

+ ( ~v� � r )~v�

�
= �r p� + q� n� ( ~E + ~v� � ~B) + ~R�

~R� entspricht St•osse; auch sonstige Kr•afte sind m•oglich)
Nat•urlich sind Elektronen und Ionen verkn•upft. Vor allem durch die Maxwell Gleichungen
aber auch •uber St•osse

r � ~E = e(Zn i � ne)=�0

r � ~B = � 0

h
e(Zn i~vi � ne~ve) + � 0

@~E
@t

i

r ~B = 0

r � ~E = �
@~B
@t

Man beachtet, dass aufgrund der sehr unterschiedlichen Massen von Elektronen und Ionen,
ein Elektron viel mehr in einem gegeben EM-Feld beschleunigt wird. Die Charakteristische
Frequenzen der Elektronenbewegung (! p; ! c) sind viel gr•o�er als die der Ionenbewegung.
Man kann sich auch ziemlich leicht •uberzeugen, dass St•osse zwischen gleichen Teilchen (i-i
oder e-e) kein Transport verursachen, und dienen nur dem Erhalten des thermischen
Gleichgewichts.
z.B. Bei einem Zentralsto� zwischen identischen Teilchen,werden die 2 Teilchen e�ektiv
getauscht. Auch bei einem 90� Stoss im magnetisierten Plasma •andern sich zwar die Bahnen
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und auch die Bahn des F•uhrungszentrums jedes Teilchens aber der Schwerpunkt der beiden
Teilchen bewegt sich kaum. F•ur jedes Teilchen, dass sich aus einem Fl•ussigkeitselement
fortbewegt, kommt meistens ein anderes hinein) kein Transport (oder wenig)

Figure 97: Shift of guiding centers of two like particles making a 90� collision.

Figure 98: Shift of guiding centers of two oppositely charged particles making a 180� collision.

Transport �ndet dann statt, wenn 2 ungleiche Teilchen mit unterschiedlicher Ladung (z.B.
e+i aber auch e+Neutral bzw. i+Neutral) aufeinander Sto�en. Beide F•uhrungszentren
bewegen sich nun in der gleichen Richtung, da die Rotationsrichtung unver•andert bleibt.

Wie sieht der Stossterm~R aus ?
Wir m•ussen die Wahrscheinlichkeit f•ur eine•Anderung des Impulses eines Teilchens
absch•atzen. Daf•ur sind Grundbegri�e wie Sto�zeit, Sto�frequenz, mittlere freie Wegl•ange,
Wirkungsquerschnitt (aus Atomphysik, Kernphysik) n•otig. Im folgenden werden nur
elastische St•o�e betrachtet, die nur Impuls und kinetische Energie der Teilchen •andern;
Ionisieung, Rekombination oder atomare Anregung sind auchm•oglich.
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Messtechnisch erfasst werden St•o�e durch die Sto�frequenz � = Zahl der St•o�e pro Sekunde.
In schwach ionisierten Plasmen (z.B. Leuchtsto�r•ohren, Niederdruckentladungen etc.) sind
St•o�e zwischen Elektronen und Neutralteilchen am h•au�gsten (� en dominiert). Bei voll
ionisierten Plasmen sind Elektronen-Ion-St•o�e die wichtigsten (� ei).
Ein sehr vereinfachstes Modell zur Absch•atzung der mittleren freien Wegl•ange und
Sto�wahrscheinlichkeit:
Man nimmt vereinfachend an, dass die sto�enden Teilchen zwischen den St•o�en geradlinig

iegen und dabei die "`mittlere freie Wegl•ange"' � zur•ucklegen. Die "`freien"' Wegl•angen
zwischen den St•o�en sind in Wirklichkeit unterschiedlichlang.
Um Konkret zu sein,nn sei die Dichte der Neutralteilchen und wir betrachten e-n St•o�e
(v•ollig analog f•ur andere F•alle)

Figure 99: De�nition of cross section.

Der Teilchen Fluss in die x-Richtung vor Durchdringen ist �ex = nevex

Nach Durchdringen einer L•angedx werdennn �dx Teilchen gestreut, wobei� der e�ektive
Wirkungsquerschnitt (gemittelt) ist. nn= Dichte der Streuenden (neutral-)Teilchen. Daraus
folgt:

� ex(nacher) = � ex(1 � nn �dx )

oder

d� ex

dx
= � nn � � ex

� ex = � ex(0)e� nn �x = � ex(0)e� x=�

� = mittlere freie Wegl•ange = 1=(nn � ). Sie h•angt mit der Sto�frequenz folgenderma�en
zusammen. F•ur monochromatische Strahlen (wie hier angenommen) ist die Zeit � zwischen
St•o�en (im Mittel) gegeben durch

� = hj~vR ji �

hj~vR ji ist die mittlere (relative) Geschwindigkeit zwischen den Teilchen. Es gilt auch:

� =
1
�
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� ist die Sto�frequenz. Dann gilt
� ef f = nnh� j~vR ji

(bei evtl. Energie Anh•angigkeit von � in dem man, analog zur Fusionsreaktionen, •uberh�v i
mittelt.)
So (mindestens f•ur diesen Fall) nimmt man an, dass

~R� = � m� n� � �n (~v� � ~vn )

und
~vn ' 0

(kaltes oder nicht driftendes "`hintergrund"' Gas) passend als Zusatzterm in die
Bewegungsgleichung ist i.e.:

@~v�
@t

�
�
�
coll:

' � �n (~v� � ~vn )

Wir nehmen so an, dass es eine gute N•aherung ist , mit� �n ' Konst. = gemittelte Sto�rate,
die St•o�e zu beschreiben. Dies ist ausreichend, um ein Gef•uhl f•ur die Ph•anomene zu
bekommen. Danach kann man numerisch mit exakteren aber komplizierteren Modellen
besser umgehen.
F•ur e-i St•o�e ist alles •ahnlich au�er der Tatsache, dass die Berechnung von� ef f aus der
Rutherford Streuformel ziemlich umst•andlich ist.
F•ur e-i St•o�e ist ~Rei = � ~Rie = � mene(~ve � ~vi )� ei (Impulserhaltung).
Da wir erwarten � ei / Ze2 = qi qe, und � ei / ni ne schreiben wir

~Rei = �n eni Ze2(~vi � ~ve)

Nun gilt ne = Zn i (wegen quasineutralit•at)
und ~j el = ene(~vi � ~ve) (Stromdichte). Dann ist

~Rei = �n ee~j el

mit
� =

me� ei

e2ne

die electrische Resistivit•at=1/Leitf•ahigkeit
Dies verbindet die elektrische Leitf•ahigkeit mit St•ossen.
Nun gehen wir zur•uck zur einfacheren Modell mit neutralen Teilchen und setzen wir dies in
die Bewegungsgleichung ein :

m� n� [
@~v�
@t

+ ( ~v� � r )~v� ] = �r p� + q� n� ( ~E + ~v� � ~B) � m� n� � � ~v�

F•ur erste •Uberlegungen, nehmen wir an, dass� j~vj � j (~v � r )~vj und dass ~B ' 0. Dann ist

mn
@~v
@t

' qn( ~E + ~v � ~B) � r p � mn�~v , bzw. mn
@~v
@t

' qn~E � r p � mn�~v

Ein station•arer Zustand bedeutet
@v
@t

=0.

(analog: Gleichung f•ur die Endgeschwindigkeit einer Kugel oder •Oltropfens in einer z•ahen
Fl•ussigkeit).
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Wenn ~B = 0 ist die L•osung einfach. Wir l•osen nach~v auf.

~v '
1

mn�
[qn~E � r p]

und benutzenr p = 
k B Tr n aus der Zustandsgleichung.
Nun De�nieren wir die Beweglichkeit: � =

�
�
�

q
m�

�
�
�

und den Di�usionskoe�zient: D =
kB T
m�

Beweglichkeit und Di�usionskoe�zient sind •uber die Einstein'schen Beziehungen verkn•upft

� =
jqjD
kB T

Es gilt:
~v = � � ~E � 
D r n=n
Der Teilchen
u� ist ~� = n~v (jede Teilchensorte) (ne = Zn i = n)

Zwei interessante Grenzf•alle sind:
1. r n ' 0 ) Ohm'sche Gesetz

~j = qe
~� e + qi

~� i = � qe� en ~E + qi � i n ~E

(sonst auch (� 
 eqeDer n � 
 iq i D i r n)). Dies ergibt

~j = ne2
h 1

me� e
+

Z 2

mi � i

i
~E =

E
�

(plus m•oglicherweise [e
 eDe � Ze
 i D i ]r n)

2. ~E ' 0 ) ~� = � Dr n
(Ficksche Gesetz). D > 0 entspricht dem 2. Hauptsatz der Thermodynamik.
Der Transport von Teilchen ist somit durch St•o�e, i.e. im wesentlichen durch zuf•allige
Prozesse kontrolliert.
In einem Plasma spielen auch Kollektive E�ekte eine Rolle.
Da es oft passiert, dass sowohl~E 6= 0 als auch r n 6= 0 mu� man die Kombinierte Gleichung
analysieren.

5.1 Ambipolare Di�usion
Ein Plasma entsteht (wird erzeugt) in einem Kammer oder Beh•alter. Wenn nicht etwas
getan wird, um es aufrecht zu erhalten, wird es aufgrund von Di�usion in Richtung der
W•ande irgendwann verschwinden, da die Elektronen und Ionen durch "`Rekombination"' an
den W•anden wieder neutralisiert werden. In Wandn•ahe giltne ' 0 ' ni

Die Fl•ussigkeitsgleichungen bestimmen die Bewegung. Diese sind f•ur Elektronen und Ionen
nicht v•ollig entkoppelt.

� erstens soll Ladungsneutralit•at gelten

� zweitens werden die Bewegungen •uber die Maxwellgleichungen mitbestimmt.
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Dies f•uhrt dazu, das die Di�usion (Di�usionsrate) im wesentlichen durch die langsamsten
Teilchen bestimmt wird (Ionen bremsen die Di�usion der Elektronen).

Es gilt f•ur jede Teilchensorte in einem station•aren Zustand (
@~vj
@t

' 0 und ~� j = nj ~vj )

~� j = � � j nj
~E � D j r nj

Auch gelten die Kontinuit•atsgleichungen

@nj
@t

+ r ~� j = 0

Wenn die Plasma-Dimensionen� � D sind, herrscht nicht nur Ladungsneutralit•at (Zn i ' ne)
sondern auch Stromneutralit•at (~� i ' ~� e), damit die Ladungsneutralit•at f•ur alle Zeiten
erhalten bleibt.
Die Elektronen haben zwar h•ohere thermische Geschwindigkeiten und 
iegen zuerst aus dem
Plasma. Was •ubrig bleibt ist positiv geladen und h•alt die Elektronen zur•uck. Gleichzeitig
werden die Ionen abgesto�en und in Richtung Wand beschleunigt. Die Bewegung der zwei
Teilchensorten stellt sich so ein, dass das Plasma neutral bleibt (auch Strom neutral).
Ein Ergebnis ist eine Plasmarandschicht ("`sheath"'), diehier nicht weiter diskutiert wird.
Die Dicke der Randschicht betr•agt einige Debyel•angen unddort gibt es ein elektrisches Feld.
Aus der Stromneutralit•at kann das elektrische Feld bestimmt werden

~� = ~� i = ~� e )

� i n ~E � D i r n = � � en ~E � Der n

(� i + � e)n ~E = ( D i � De)r n

~E =
D i � De

� i + � e

r n
n

Das so entstandene elektrische Feld hei�t ambipolares Feld. Es entsteht um die
Stromneutralit•at zu gew•ahrleisten.
Der Teilchen
u� ist dann

~� = � i

�
D i � De

� i + � e

�
r n � D i r n

= � � e

�
D i � De

� i + � e

�
r n � Der n

~� = �
�

� eD i + � i De

� i + � e

�
r n = � Dar n

Man hat wieder das Ficksche Gesetzt mit einer e�ektiven Di�usionskonstanten.
Nun, wenn die Temperatur konstant bleibt und
 i ' 
 e ' 1 und Da ' konst, k•onnen wir
schreiben

@n
@t

= �r � ~� = r � (Dar n) ' Dar 2n

(Di�usionsgleichung)
Da kann von T abh•angen. Die 2. Version gilt nur wennDa nicht vom Ort abh•angt.
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Dieses elektrische Feld hat den E�ekt, dass die Di�usion derIonen gr•osser wird, und die der
Elektronen kleiner.
Anmerkung: � /

p
kT=m. Dann gilt

� =
q

m�
/

1
p

mkT

Daraus folgt (wennTe ' Ti )
� e � 40� i � � i

und somit auch

Da ' D i +
� i

� e
De = D i

 

1 +

r
Te

Ti

!

Die Di�usionskonstante wird aber immer noch durch die langsamere Teilchensorte bestimmt.

5.2 L•osung der Di�usionsgleichung
Die Di�usionsgleichung lautet

@n
@t

= r � (Dr n) ' Dr 2n

f•ur D=Konst. ist als erster Schritt Trennung der Variablen angebracht:

n(~r; t) = T(t)S(~r)

S
dT
dt

= DT r 2S

1
T

dT
dt

=
D
S

r 2S

Da die Seiten jeweils nur von T bzw. von~r abh•angen, m•ussen sie jede f•ur sich Konstant
sein, und gleich� 1=� (De�niert � - Trennungskonstante)

@T
@t

= �
T
�

) T = T0e� t=�

(typisch: expotentieller Abfall)
und

r 2S = �
1

D�
S

(•ahnlich Eigenwert-Gleichung f•ur den Laplace Operator)

In einem rechteckigen Gebiet mit L•angen 2L x , 2 L y, und 2 L z gilt

@2S
@x2

+
@2S
@y2

+
@2S
@z2

= �
1

D�
S

L•osungsansatz :S(x; y; z) = Sx (x)Sy(y)Sz(z)
Dann gilt

1
Sx

d2Sx

dt2
+

1
Sy

d2Sy

dt2
+

1
Sz

d2Sz

dt2
= �

1
D�

124



Jeder Term muss konstant sein, z.B.

1
Sx

d2Sx

dt2
= Cx

usw., mit Cx + Cy + Cz = � 1=D� .
Falls alles unabh•angig von y,z ist (bzw.Cy = Cz = 0), haben wir eine bekannte Gleichung
mit der L•osung

S(x) = A cos(x=
p

D� ) + B sin(x=
p

D� )

Wir k•onnen erwarten, dass die Dichte fast null an den W•anden ist und das sie ein Maximum
in der Mitte hat. Deshalb w•ahlen wir den Ursprung in der Mitte des Gebiets.
Aus Symmetriegr•unden erwarten wir, dassSx (x) ' Sx (� x) und dassS ' 0 f•ur x = � L x

Dann sind die Sinus Terme' 0

L xp
D�

=
�
2

Dies bestimmt � aus den Randbedingungen.

� =
�

2L x

�

� 2 1
D

Daraus folgt
n(x; t ) = n0e� t=� cos

� �x
2L x

�

Dies l•asst sich leicht auf 3-Dimensionen erweitern. Es gilt dann

n(x; y; z; t) = n0e� t=� cos
� �x
2L x

�
cos

� �y
2L y

�
cos

� �z
2L z

�

1
D�

=
� 2

4

�
1

L2
x

+
1

L2
y

+
1

L2
z

�

� =
4

� 2D

�
1

L2
x

+
1

L2
y

+
1

L2
z

� � 1

Dies ist die so genante Grundmode.
Die Dichte ist ein Produkt von cosinus Termen und die Amplitude zerf•allt mit der Zeit.
� / 1=D und wird gr•osser, wenn die Dimensionen des Gebiets gr•osser werden.
Ist die L•osung eindeutig ?
Gehen wir zur•uck zum 1-Dimensionalen Fall. Die allgemeinste L•osung von

D
@2n
@x2

=
@n
@t

miit den Randbedingungenn(� L; t ) = 0 ist

n(x; t ) =
X

`

T` (t)S` (x)

= n0

h 1X

`=0

a`e� t=� ` cos
(` + 1=2)�x

L
+

1X

m=0

bm e� t=� m sin
m�x

L

i
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•Ubung: man setzt ein und weist nach, dass dies eine L•osung ist, wenn

1
� `

= D
��

` +
1
2

�
�
L

� 2

1
� m

= D
� m�

L

� 2

Figure 100: Die Di�usion gl•attet Strukturen in der Dichte.

Die "`h•oheren Moden"' (`; m > 0) zerfallen schneller, da die Zeitkonstanten gr•o�er sind.
Die Di�usion gl•attet Strukturen in der Dichte.
Die Koe�zienten a` und bm k•onnen von der Anfangsverteilungn(x; 0) bestimmt werden, da
n(x; 0) eine normale Fourier-Reihe ist.

5.2.1 Di�usion in einem Zylinder
Viele Plasmen haben zylindrische Symmetrie. Um dies zu erl•autern, wird ein zylindrisches
Plasma untersucht. Der Zylinder sei sehr lang und wir nehmenazimuthale Symmetrie an.
Dann ist alles unabh•angig von� und z. Sonst muss man auch einen Trennungsansatz
machen.
Die radiale Abh•angigkeit ist dann durch

d2S
dr2

+
1
r

dS
dr

+
1

D�
S = 0

(Die Zeitabh•angigkeit bleibt gleich) gegeben

Bei r ! 0 muss
dS
dr

= 0 sein.

Die Gleichung entnimmt man einer Formelsammlung oder einereinfachen Betrachtung: Die
Plasmaschicht ist ringf•ormig. Falls sie sich in Richtung gr•osserer r bewegt (bei konstanter
Dicke dr) muss die Dichte n mit 1=r kleiner werden (n2�rdr = konst:)
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Die L•osung dieser Gleichung sieht wie ein ged•ampfter Cosinus aus und hei�t Bessel
Funktion.
Es seik = 1=

p
D� , � = kr = r=

p
D� .

Dann gilt
d2S
d� 2

+
1
�

dS
d�

+ S = 0

S = n0J0(� ) = n0J0

�
r

p
D�

�

Als Reihenentwicklung:

J0(� ) =
1X

n=0

(� � 2=4)n

(n!)2

Unsere Randbedingung lautetn = 0 f•ur r = a, wobei a = Radius des Plasmarohrs.
J0(ka) = 0
ka = yp (Nullstellen von J0 aus Tabelle) y1 = 2; 4048,y2 = 5; 5201,y3 = 8; 6537 etc.

a=
p

D� = yp =) � =
a2

Dy 2
p

Figure 101: Besselfunktion J0(x)

Wir k•onnen die Anfangsdichte auch in Besselfunktionen entwickeln, analog zur
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Fourier-Reihe. Es handelt sich um den gleichen Formalismusf•ur zylindrische Koordinaten.

n(r; 0) =
1X

p=1

CpJ0

� ypr
a

�

Dann gilt f•ur die Entwicklungskoe�zienten:

Cp =
2

[J 0
0(yp)2]2

aZ

0

n(r; 0)J0

� ypr
a

�
rdr

Aus Formelsammlungen �ndet man

aZ

0

J0

� ypr
a

�
J0

� yqr
a

�
rdr =

a2

2
J 2

1 (yp) � pq

Mit � p = a2=(Dy 2
p) erh•alt man

n(r; t ) =
1X

p=1

CpJ0

� ypr
a

�
e� tDy 2

p =a2

Nach einiger Zeit bleibt nur der Term mit p=1 •ubrig.
Anmerkung: Wenn man sich viel mit zylindrischen Koordinaten besch•aftigt, wird man
unvermeidlich Besselfunktionen oft tre�en. Analog auch: die Kugelfunktionen bei
sph•arischer Geometrie.

5.3 Quelltermen
Bei vielen Experimenten wird das Plasma in einem station•aren Zustand gehalten (entweder
durch kontinuierliche Ionisation oder Einschuss von Teilchen (entweder schon ionisiert oder
Neutral mit nachfolgender Ionisation), um die Verluste zu Kompensieren).
Die Kontinuit•atsgleichung enth•alt einen Quellterm:

@n
@t

� Dr 2n = Q(~r; t)

In einem station•aren Zustand ist Q unabh•angig von t und
@n
@t

= 0

Dann gilt
r 2n = � Q(~r)=D

Es sieht •ahnlich aus wie die Poisson Gleichung und die L•osungsmethoden sind •ahnlich. Aber
wir brauchen vor allem ein Modell f•ur Q (dies wird physikalisch bestimmt, erraten,
vermutet, ...)
Beispiele:
a. Bei schwach ionisierten Gasen kommt die Ionisation von St•o�en mit energischen
Elektronen, die am Schwanz de Maxwellverteilung liegen. Dann ist Q / n z.B.
Q = Z(Temp)n. Z=Ionisationsfunktion. Bei der Photoionisation (•au�ere Lichtquelle) gilt
Q = � (� Licht )n.

128



Dann gilt

r 2n = �
Z
D

n

Bei Z=konst. haben wir das gleiche Pro�l wie bei der Di�usionvorher. Nur ohne Zerfall mit
der Zeit. Das Plasma wird durch Zufuhr von W•arme (umTe zu halten) und Injektion
einiger Neutralteilchen (genug um die Di�usion zu kompensieren) aufrecht erhalten. (sonst
wird Z 6= konst und die Annahme gilt nicht mehr)

b. Rekombination
Wenn ein Sto� zwischen einem Elektron und einem Ion bei niedriger Geschwindigkeit
statt�ndet, gibt es eine gewisse Wahrscheinlichkeit, dassdie Reaktion

e+ Ion ! Neutral + P hoton

statt�ndet. Q(~r) ist negativ und proportional zu neni = n2

@n
@t

� Dr 2n = � �n 2 (5)

� heisst Rekombinationskoe�zient
Hier darf man nicht annehmen, dass die Zeitabh•angigkeit wegf•allt!
Auch ist anzumerken, dass die Standardmethoden, die auf•Uberlagerungen von L•osungen
basieren, nicht bei nichtlinearen Gleichungen gelten. Diese nichtlineare Gleichung kann man
(f•ur die Zeitabh•angigkeit) l•osen, wenn man die N•aherung Dr 2n ' � n=� macht. Dann wird
die Gleichung 5

@n
@t

= � �n 2 � n=�

Mit den De�nitionen f = 1=n und n0 = n(t = 0), f 0 = 1=n0, erh•alt man

df
dt

= �
1
n2

@n
@t

= � + f=�

mit der L•osung
f = ( f 0 + �� )et=� � ��

oder
n(t) =

n0

(1 + n0�� )et=� � n0��
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Wenn t � � gilt
n(t) '

n0

1 + n0�t + t=�

und wenn t � � gilt
n(t) '

n0

1 + n0��
e� t=�

Abb. 102 zeigt die Dichte im "`afterglow"' eines schwach ionisierten Wassersto� Plasmas

Figure 102: Density decay curves of a weakly ionized plasma under recombination and di�usion.
(From S.C. Brown, Basic Data of Plasma Physics, John Wiley and Sons, New York,
1959)

als Funktion der Zeit.
n gro� ! Rekombination dominiert und n � (�t )� 1

Sp•ater wird n klein, Dr 2n > �n 2 und exponentielle Zerfall wird beobachtet. Das
Experiment zeigt beide Verhalten. Die zwei Raten sind gleich f•ur
@n
@t

�
�
�
Dif f

=
� n
� D

=
@n
@t

�
�
�
recomb

= � �n 2

5.4 Di�usion in Anwesenheit eines Magnetfeldes
Wie immer werden alle Transportph•anomene davon abh•angig, ob der Transport senkrecht
oder parallel zum Magnetfeld ist. Die Beweglichkeit und dieDi�usionskonstante werden
Tensoren. Da viele experiementellen Plasmen magnetisch eingeschlossen werden und da in
der Ionosph•are das Erdmagnetfeld eine Rolle spielt, m•ussen wir diese M•oglichkeit
untersuchen.
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Bei einem nicht zu starken ionisierten Plasma mitZ = 1 gilt

mn
d~v
dt

= � en
�

~E + ~v � ~B
�

� 
k B Tr n � mn�~v

Bei einem station•aren Zustand mit
d~v
dt

= 0 gilt

nm�~v ' � en
�

~E + ~v � ~B
�

� 
k B Tr n

Das~v � ~B-Term koppelt die Geschwindigkeitskomponenten? ~B

Nehmen wir das Magnetfeld in z-Richtung. Die Gleichung wird(mit ~! c =
jejB
m

ẑ)

~v ' �
e

m�
~v � ~B �

e
m�

~E �

k B T
m�

r n
n

die z-Komponente ist wie gehabt

vz = �
e

m�
Ez �


k bT
mn�

@n
@z

� z = nvz = � � knEz � 
D k
@n
@z

Die Fl•ussigkeitsbewegung? ~B wird etwas komplizierter.

� x = nvx = �
n! c

�
vy �

en
mv

Ex �

k B T
m�

@n
@x

= �
! c

�
� y � � knEx � 
D k

@n
@x

� y = �
! c

�
� x � � knEy � 
D k

@n
@y

Die L•osung nach �x und � y ist standard. Das Algebra ist l•anglich.

� y = � � knEy � 
D k
@n
@y

�
! c

�
� knEx �

! 2
c

� 2
� y � 


! c

�
Dk

@n
@x

�
1 +

! 2
c

� 2

�
� y = � � knEy � 
D k

@n
@y

�
! c

�
� knEx � 


! c

�
Dk

@n
@x

Die physikalische Ursprung der letzten 2 Terme ist leicht erkennbar :
Der Beitrag zu vy erh•alt man aus :

�
! c

�
� kEx

| {z }
(1)

�
! c

�

D k

n
@n
@x| {z }

(2)

(1) �
! c

�
� kEx = �

! ce=m
� 2

Ex = �
! 2

c

� 2

Ex

Bz
=

! 2
c

� 2

( ~E � ~B)y

B 2
=

! 2
c

� 2
vE y
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(2)

k B T
m� 2

1
n

(�r n � ~! y)y =

k B T
enB

! 2
c

� 2

(�r n � ~B)y

B
=

! 2
c

� 2
vD y

Der Beitrag zur Beweglichkeit ist der~E � ~B-Drift und der Beitrag zur Di�usions konstante
ist der diamagnetische Drift. Diese Drifts Verursachen diezus•atzlichen Terme.
•Ahnlich

� x = nvx =
1

1 + ! 2
c=� 2

�
� � knEx � 
D k

@n
@x

+
n! 2

c

� 2
(vE x + vD x )

�

Wir de�nieren
� ? =

� k

1 + ! 2
c=� 2

D? =
Dk

1 + ! 2
c=� 2

� T =
! 2

ce=m
! 2

c + � 2
=

�! c� k

! 2
c + � 2

DT =
�! cDk

! 2
c + � 2

Die bisherigen Ergenisse k•onnen in Matrix Form geschrieben werden :

0

@
� x

� y

� z

1

A = � n

0

@
� ? � T 0

� � T � ? 0
0 0 � k

1

A

0

@
Ex

Ey

Ez

1

A � 


0

@
D? DT 0

� DT D? 0
0 0 Dk

1

A

0

@
@xn
@yn
@zn

1

A

Die Einstein-Relation gilt f•ur alle Komponenten des Tensors D = kB T �= jej
Die Gr•osse der Beweglichkeit senkrecht zum Magnetfeld wird um den Faktor 1=(1 + ! 2

c=� 2)
reduziert. Man kann dies auch qualitativ verstehen
Die Di�usion betrachtet man als "`randomwalk"' ("`Zufalls schritt"') mit der Schrittweite
� m (die mittlere freie Wegl•ange)

v � nn �


v2

T h

� 1=2
�



v2

T h

� 1=2
=� m

D �
kB T
m�

�
v2

T h

�
� � 2

m �

Nun, zumindest wenn! c � � ist

D? ' Dk
� 2

! 2
c

�
v2

T h

! 2
c

� ' r 2
L �

Die Schrittl•ange des "`randomwalks"' wird der Larmor Radius rL , statt die mittlere freie
Wegl•ange. Da die Di�usion senkrecht zum Magnetfeld langsamer als die parallel zum
Magnetfeld ist, hilft es, die Plasmateilchen einzusperren.
Di�usion ? ~B hat wegen der entsprechenden Drifts auch komponenten senkrecht zu r n und
~E. Diese Drifts werden, aufgrund von St•ossen, auch um den Faktor 1=(1 + ! 2

c=� 2)
verlangsamt. Da diese oft parallel zu den W•anden laufen, verursachen sie keine Verluste in
einem einfachen zylindrischen Plasma.
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Figure 103: Di�usion of gyrating particles by collisions with neutral a toms.

Figure 104: Particle drifts in a cylindrically symmetric plasma column do not lead to losses.

5.5 "`Klassische"'-Di�usion in einem ionisiertem Plasma
Hierf•ur ist wieder MHD als erste N•aherung n•utzlich. F•ur einen station•aren Zustand gilt

@~vsp

@t
= ~j � ~B � r p ' 0

r � ~j = 0

~E + ~vsp � ~B ' � ~j

Die Komponente parallel zu~B ist
~Ek = � k ~j

und senkrecht zu~B ist

~E � ~B +
�

~vsp � ~B
�

� ~B = � ? ~j � ~B = � ? r p

~E � ~B � � ? r p = B 2~v?

Di�usion mit Resitivit•at � ? in Richtung r p (? ~B) und dazu der ~E � ~B-Drift.
Beispiel: In einem Zylinder
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~E = Er̂; r � = �
@�
@r

r̂; ~B = Bẑ =)

v� = �
Er

B

vr = �
� ?

B 2

@p
@r

= � � ?
j �

B

in diesem Fall ist r z ' 0,
@n
@z

= 0 da r p ? ~B

(Magnetfeldlinien liegen auf Fl•achen konstanten Drucks)

~� ? = D? r n =) D? = � ?
kB (Te + Ti )

B 2
n

Erwartung : D? / B � 2

Dies soll genau so sein wie bei einem schwach ionosiertem Plasma. Es handelt sich um einen
"`random walk"' mit Schrittweite = Larmor Radius.
Auch Erwarten wir D? / n, da die Dichte der Streuzentren/ n ist.
Wie wir sehen werden ist� ? / (kB Te)� 3=2 und daher erwarte man auchD? / T � 1=2

5.5.1 Bohm-Di�usion
Nun aber die Frage : Wie vertr•aglich ist diese Absch•atzungder Di�usionskonstante mit dem
Experiment?
In einem Tokamak, wenn man f•ur nicht homogene Magnetfelder, Bananen Bahnen usw.
korrigiert, verh•alt sich der Ionentransport fast neoklassisch, die Elektronen aber nicht.
(Turbulenz; auch hat es 30 Jahre gedauert, bis man es f•ur Ionen erreichen konnte)
In anderen Experimenten, vor allem fr•uherer (vor ca. 1965)hat man die Abh•angigkeit
D? � 1=B2 nicht feststellen k•onnen. Statt dessen beobachtete man

a) D? � Te=B (erwartet � T � 1=2
e n=B2

b) (D? )expt � (D? )klassisch

c) D? ist unabh•angig von n

Die Dichte zerf•allt wirklich wie e� t=� , was beduetet, dassD ' konst:
Dieser schlechte, nicht klassische Einschluss heisstBohm Di�usion, da sie zuerst 1946 von
Bohm, Burhop, und Massey beobachtet worden war. Empirisch gilt

D? ' DB '
kB Te

16eB

Zum Experiment: � '
� N

dN=dT
. In einem Zylinder wird dies

n�R 2L
� r (2�RL )

=
nR
2� r

mit � r = DB
@n
@r

� =
nR

2DB @n=@r
'

nR
2DB (n=R)

'
R2

2DB
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Figure 105: Summary of con�nement time measurements taken on various types of discharges in
the Model-C stellarator, showing adherence to the Bohm di�usion law. Thanks to
D.J. Grove, Princeton University Plasma Physics Laboratory.

Eine Reihe von Experimenten an einem •alteren Stellarator in Princton best•atigten diese
erh•ohte Di�usion (s. Abb. 105 (und waren so f•ur die (fast) Aufgabe des Stellarator-Konzepts
f•ur Fusion) verantwortlich.
Konsequenzen f•ur magnetischen Einschluss.
DB wird gr•osser mit steigenden Temperaturen und nicht schnell genug kleiner mit
steigendem Magnetfeld.
z.B. 100eV Plasma undB ' 1T und n � 1020m� 3

D? jKlass '
2nkB T

B 2
� ?

'
(2 � 1020100eV)m� 3

1V 2s2m� 4

10� 6
 m
1:6 � 10� 19Joule=e

' 0:003m2=s

DB =
100eV

16e(1V s=m2)
= 6:25m2=s

Faktor 2000!!
Kann man dieses Verhalten verstehen (zumindest qualitativ)? Die Geometrien sind sehr
Kompliziert. Kleine asymetrien im Magnetfeld lassen sich kaum vermeiden (entstehen durch
endliche Dicke der Spulen, Windungen nicht 100% gleichm•assig, etc).
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Wenn Plasmawellen vorhanden sind gibt es zus•atzlich elektrische und magnetische Felder,
die die Plasmateilchen auch beein
ussen. Man kann Teilchen-Drifts ( r p; ~E � ~B, etc)
erwarten, die idealerweise nicht vorhanden sind.
Nehmen wir an, es gibt aus unerkl•arten Gr•unden ein elektrisches Feld senkrecht zu~B. Dann
auf Grund des ~E � ~B -Drifts gibt es den Fluss �? = nv? / nE=B

Debye-Abschrimung =) e� max / kB Te

~E = �r � = ) Emax = � max =R

(R � Abmessung des Plasmas; die Absch•atzung, die hier gemacht wird ist ziemlich grob.)

� ? ' const �
nkB Te

eBR

mit
r n '

n
R

ok f•ur r � =
�
R

gilt

� ? ' const �
kB Te

eB
r n ' � DB r n

die wesentliche Abh•angigkeiten kommen richtig. Diese Absch•atzung erkl•art nicht, warum
die Konstante gerade 1=16 ist.
Bohm Di�usion ist ein sehr gutes Beispiel der Grenzen des klassischen Modells. Die
Di�usion oder Teilchentransport wird auch durch Verlustmechanismen beein
usst, an die
man vorerst gar nicht denkt und die nicht mit einfachen Modellen zu beschreiben sind.
z.B. : Plasma Heizung =) Oszillationen =) vorher nicht berechneten Felder.
Gen•ugend unangenehen•Uberraschungen. Wenn man sorgf•altig diese E�ekte unterdr•uckt
erreicht man Einschlusszeiten ca 100� B .

5.6 Di�usion als Zufallsbewegung
Wir betrachten eine Gruppe von Teilchen, die sich ausgehendvon x = 0 l•angs der x-Achse
bewegen. Die Teilchen machen in gleichen Abst•anden �t einen Schritt der L•ange � x,
dessen Richtung zuf•allig ist (gleiche Wahrscheinlichkeit recht oder links). Da bei einer
gro�en Anzahl von Teilchen etwa gleich viele Schritte nach recht bzw. links gemacht werden,
ist der mittlere Aufenthaltsort immer der Ursprung hxi = 0 .
Aber nach einiger Zeit werden die Teilchen sich aus ihrer Anfangsposition heraus
ausgebreitet haben. Einige Teilchen werden sich weit nach rechts, anderer weit nach links
be�nden. Wir interessieren uns f•urhx2i und wollen zeigen dass:



x2

�
=

(� x)2

� t
t

mit der Zeit w•achst.
Beweis: Wenn ein Teilchenn Schritte gemacht hat ist die Wahrscheinlichkeit, dass davon r

nach rechts und (n � r ) nach links gerichtet sind, gleichPn (r ) =
1
2n

!n
r !(n � r )!

Nach n Schritten (t = n� t) hat sich das Teilchenr � x � (n � r )� x = (2 r � n)� x nach
rechts bewegt.
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Dann gilt


x2

�
= 4(� x)2

nX

r =0

�
r �

n
2

� 2
Pn (r )

f•ur seine Position. Nun betrachten wir die Funktion

Fn (y) =
(1 + y)n

2nyn=2
=

nX

r =0

Pn (r )y(r � n=2)

Es ist leicht zu zeigen, dass

y
d
dy

�
y

dFn(y)
dy

�
=

nX

r =0

�
r �

n
2

� 2
y(r � n=2)

Man rechne die Ableitung und setzty = 1 mit dem Ergebnis



x2

�
= 4(� x)2

� n
4

�
= n(� x)2

mit n = t=� t. Nun betrachten wir den Teilchen
uss an der Stellex = x0, mit Hilfe der
Vorstellung, dass die Teilchen "`Zufallswanderer"' seien. Der positiv gerichtete Fluss besteht
aus Teilchen, die sich vorher in einem Interwall der L•ange �x rechts vonx0 be�nden. Nach
der Zeit � t verlassen diese Teilchen das Interwall in x-Richtung, die h•alfte davon nach
rechts und die h•alfte nach links.

� + =
1

2� t

x0Z

x0 � � x

n(x)dx

=
1

2� t

x0Z

x0 � � x

�
n(x0 + ( x � x0)

dx
dn

�
dx

=
1

2� t

�
n(x0)� x �

(� x)2

2
dn
dx

�
�
�
x0

�

(im zweiten Term wurdey = x � x0).
Analog ist der nach links gerichtete Fluss

� + =
1

2� t

x0+� xZ

x0

n(x)dx =
1

2� t

�
n(x0)� x +

(� x)2

2
dn
dx

�
�
�
x0

�

Der gesamte Fluss ist

� + � � � = �
(� x)2

2� t
dn
dx

= � D
dn
dx

(Fick'sches Gesetz)
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hier ist D =
(� x)2

2� t
; da es mehr Teilchen in einem Gebiet mit h•oherer Dichte giltals in

einem Gebiet mit niedrigerer Dichte, f•uhrt eine Zufallswanderung zu einem Teilchen
uss in
Richtung �r n

~� = n~v = � Dr n

Kombiniert mit der Kontinuit•atsgleichung erh•alt man

@n
@t

+ r � ~� = Quelle ' 0

oder
@n
@t

� r � (Dr n) ' 0

Was hat dies mit St•ossen zu tun??
In einem Plasma ohne nennenswerten elektromagnetischen Feldern ist die Schrittweite der
Zufallsbewegung die mittlere freie Wegl•ange� m und der mittlerer Zeitabstand zwischen
St•ossen� = 1=� . Dann gilt

D � � 2
m �

auch ist

� �
vt

� m
oder D �

v2
t

�

Deshalb

D =
kB T
m�

(Konvention bez•uglich Faktoren 2)
Wenn eine starkes Magnetfeld vorhanden ist, bleibt diese•Uberlegung f•ur Di�usion parallel
zu ~B; f•ur Di�usion senkrecht zu ~B erwarten wir, dass� m durch rL ' vth =! c ersetzt wird.
Massenabh•angigkeit f•ur St•osse mit Neutralteilchen

� en

� in
�

hvte� en i nn

hvtr � in i nn
�

vte

vti
�

r
mi

me
'

De

D i
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•Ubungen
1. Die Di�usionsgleichung ohne Quellen lautet

Dr 2n �
@n
@t

= 0

Zeigen Sie, da•s, wennn(~x; t) = S(~x)e� t=� , dann gilt

r 2S = �
1

D�
S

Das Plasma sei in einem rechteckigen Kisten der L•angen 2L x , 2L y , und 2L z. Dies bedeutet,
dassS(� L x ; y; z) = S(x; � L y ; z) = S(x; y; � L z) = 0.
Machen Sie den AnsatzS(x; y; z) = Sx (x)Sy(y)Sz(z) und geben Sie eine Gleichung f"ur
Sx (x) an.
Finden Sie eine L•osung der Gleichung

@2Sx

@x2
= �

1
D�

Sx

mit Sx (� L) = 0. Zuerst die Einfachste, dann eine Allgemeinere Form.
Bestimmen Sie� (oder die passenden Werten von� ).

Verallgemeinern Sie die einfache L•osung zum 3-Dimensionalen Fall.

2. Ein schwach ionisiertes Plasma wird in einem kubischen Kasten der L•ange L auf
jeder Seite eingeschlossen. Es zerf•allt auf Grund der ambipolaren Di�usion.

a) Geben Sie ein Formel f•ur die Dichteverteilung der niedrigsten Di�usionsmode.

b) Was bedeutet die (zeitliche) Zerfallskonstante? Berechnen Sie diese f•ur den Fall L=0.3 m
und D=0.001 m2=s.

3. Die Di�usionsgleichung f•ur ein eindimensionales Plasma mit W•anden bei x = � L
und einer Linienquelle der St•arke Q bei x=0 lautet

D
@2n
@x2

�
@n
@t

= � Q� (x):

F•ur einen station•aren Zustand gilt @n
@t = 0.

a) Zeigen Sie, da•s die L•osung der Gleichung f•ur diesen Fall lautet
n(x) = n0(1 � j xj=L). Skizzieren Sie die Dichtepro�l.

b) Die Quellst•arke und n0 sind so verkn•upft, da•s der Teilchen
uss durch die W•ande genau
kompensiert wird. Mit Hilfe des Fick'schen Gesetzes berechnen Sien0 als Funktion der
Quellst•arke.
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4. Eine lange, zylindrische Plasmas•aule hat p = 131.6N=m2 und kTe = 2 eV. Es
besteht aus He (bei Zimmertemperatur). Der Stossquerschnitt f•ur Elektron-Helium bei 2 eV
ist ca. 6� a 2

0, wo a0 ' 0.053 nm der Bohr'sche Radius ist.

a) Berechnen Sie die Di�usionskonstante f•ur Elektronen, angenommen da•s< �v > gemittelt
•uber die Geschwindigkeitsverteilung gleich�v f•ur 2 eV Elektronen ist.

b) Die Stromdichte entlang der S•aule sei 2 kA/m2 und die Elektronendichte sei 1016 m� 3.
Wie gro•s ist das elektrische Feld?

c) Zus•atzlich hat daskTi = 0.1 eV. Berechnen SieD i , angenommen, dass der
Stossquerschnitt f•ur Ionen-Helium etwa gleich dem Stossquerschnitt f•ur Elektron-Helium ist.
Berechnen Sie auch die ambipolaren Di�usionskonstante.

d) Die Dichtepro�l wird durch
n(r ) = n0J0(

r
p

D�
)

gegeben, mit n(a) = 0 und a = 1 cm. (J0(x) = 0 f•ur x ' 2.4). Berechnen Sie die
Einschlusszeit� , angenommen da•s Rekombination und Verluste aus den Enden
vernachl•assigt werden k•onnen.

5. Ein schwach ionisiertes Plasma kann als Scheibe mit einerDichteverteilung

n(x) = n0 cos(
�x
2L

); � L � x � L

betrachtet werden. Es zerf•allt sowohl auf Grund der Rekombination als auch der
ambipolaren Di�usion. Bei welcher Dichte ist die Verlustrate f•ur f•ur beide Mechanismen
gleich?
Zahlen: � = 10� 15m3=s, L = 0.03 m, D = 0.4 m2=s.

Auch, �nden Sie eine L•osung der Gleichung

@n
@t

= � �n 2 �
n
�

Man setzef = 1=n, f 0 = 1=n(0) = 1 =n0 und leite eine Gleichung f•urf her, die einfacher zu
l•osen ist.
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6. Nach einer sehr aufwendigen Rechnung (mitteln der Impuls•ubertrag bei
Coulomb-St•ossen •uber Streuwinkel und Elektronengeschwindigkeit) hat L. Spitzer die
Resistivit•at eines voll ionisierten Plasmas berechnet, mit Ergebnis

� k = 5:2 � 10� 5 Z ln �

T3=2
e (eV)


 m

wobei Z die e�ektive Ladung der Ionen ist und ln � der sog. Coulomb Logarithmus ist. Es
ber•ucksichtigt, dass nur Stossparameter kleiner als die Debye L•ange zur Streuung beitragen,
da aufgrund der Abschirmung sehr kleine Streuwinkel nicht vorkommen. In der Regel gilt
ln � � 10� 20 f•ur Fusionsplasmen. F•ur Str•ome senkrecht zum Magnetfeld gilt � ? = 2� k.
In einem Tokamak wird ein Strom parallel zum toroidalen Magnetfeld durch ein elektrisches
Feld getrieben (Bild, links). Wie gross muss das elektrische Feld sein, um einen Strom von
200 kA in einem Plasma mitTe=500 eV und ein Querschnitt von 75 cm2 aufrecht zu
erhalten?
(Nehmen Sie ln � = 17).

7. Man nehme an, dass das Plasma in einem Fusionsanlage den Form eines Zylinders
mit dem Durchmesser 1.2 m und L•ange 100 m hat. Das Magnetfeldsoll gleichf•ormig mit
dem Wert 5 T sein. Die sonstige Parameter seien: n = 1021 m� 3, kTi = 20 keV,
kTe = 10 keV. Die Dichtepro�l sei ungef•ahr wie im Bild (rechts). Man nehme an, die
Di�usion sei klassisch. Berechnen SieD? bei r=0.5 m. Berechnen Sie auch dN/dt, die
Anzahl der Ion-Elektron Paare, die pro Sekunde den Zentralbereich verlassen. Sch•atzen Sie
die Di�usionszeit � � � N=(dN=dt) ab.

8. Eine zylindrische Plasmas•aule hat die Dichteverteilung

n = n0 � (1 � r 2=a2)

wobei n0 = 1019 m� 3 und a=10 cm. Es seikTe = 100 eV � kTi . Wenn das axiale
Magnetfeld B=1 T ist, wie gross ist das Verh•altnis zwischender klassischen
Di�usionskonstante senkrecht auf B und der Bohm'schen Di�usionskonstante? (Nehmen Sie
hier ln � = 10).

9. Ein Plasma wird ohm'sche geheizt durch einen Strom parallel zum Magnetfeld mit
der Stromdichte j = 105 A=m2. Die Dichte sei gleichf•ormig und betr•agtn = 1019 m� 3. Die
Heizleistung�j 2 heizt in erster Linie die Elektronen. WennkTe = 10 eV, wie gross ist
d(kTe)=dt? (Nehmen Sie hier ln � = 10).
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6.2 N•utzliche Formel
6.2.1 Vektoridentit•aten

~A � ( ~B � ~C) = ~B � ( ~C � ~A) = ~C � ( ~A � ~B)

~A � ( ~B � ~C) = ~B( ~A � ~C) � ~C( ~A � ~B)

( ~A � ~B) � ( ~C � ~D) = ( ~A � ~C)( ~B � ~D) � ( ~A � ~D)( ~B � ~C)

( ~A � ~B) � ( ~C � ~D) = [( ~A � ~B) � ~D] ~C � [( ~A � ~B) � ~C] ~D = [( ~A � ~C) � ~D] ~B � [( ~B � ~C) � ~D] ~B
~r � (� ~A) = ~A � ~r � + � ~r � ~A

~r � (� ~A) = ~r � � ~A + � ~r � ~A

~A � (~r � ~B) = ~r ( ~A � ~B) � ( ~A � ~r ) ~B � ( ~B � ~r ) ~A � ~B � (~r � ~A)

( ~A � ~r ) ~A = ~r (
1
2

A2) � ~A � (~r � ~A)

~r � ( ~A � ~B) = ~B � (~r � ~A) � ~A � (~r � ~B)

~r � ( ~A � ~B) = ~A(~r � ~B) � ~B ~r � ~A + ( ~B � ~r ) ~A � ( ~A � ~r ) ~B

~r � [( ~A � ~r ) ~A] = ( ~A � ~r )( ~r � ~A) + ( ~r � ~A)( ~r � ~A) � [(~r � ~A) � ~r ] ~A

~r � ~r � ~A = ~r (~r � ~A) � ( ~r � ~r ) ~A

~r � ~r � = 0
~r � ( ~r � ~A) = 0

6.2.2 Zylinderkoordinaten ( r; �; z )
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